
                            ا���ذ : 
	���� ����                                                                                     1 ص
 

  

  الهندسة  
  مع تمارين وأمثلة محلولة 1المثلثي ملخص لدرس: الحساب : 9مذكرة رقم  

��ة �� ا��رس : ا�ھ�اف �  وا���رات ا��
  
  
  

  
  

  

  

  

  
����( )C ى���	دا��ة �� ا�( )P  ھ�����O���� و ,I وM  ������

��( )C �������� �!� �ل إ�� ا�"�� ��#$�.M�� �&'ا��I  �	أ)$ھ .

   ��.* و ا-,� +��*.
� ا�	/�د �"��"�� ا�	�.* ھ� ا�	"�� 45��3 ا����3 ��$ 12 ا,���ر ا�	

� ا�	6!46."�� + ا�	�9ر إ��; :4 ا�8�9) و #�	� ا�	"�  (ا�	
 ا��ا"�ة ا��	!	� : .1

��ودة A5 8 و ��.<� �2.�<�  1ا�$ا��ة ا�	6!��6 ھ4 �8 دا��ة @?�3<� 
.�B.��  

  
))'�$& ا��اد$�ن :  .2 )C  دا��ة �6!��6 ����ھ�O 

� ا�$ا��ة!3 �C"2 4#� ا�����	ا��اد#�ن ھ� &��س ا��او#� ا� ( )C �+�&

&��س زاو#� �����	�  �')rad     : �Hو���� �; ���5�� :  1ط��; 
  πو ���5اد#�ن   200و ا��Jاد ° ��5180$ر.� 

و#	�� ( ا�$ر.� و ا��Jاد وا��اد#�ن) و)$ات ����س ا��وا#� اذن و.$�� L'ث 
 �O���ا+�?	�ل ا���#�� ا���L'6 �!�"�#8 �� و)$ة ا�� أ,�ى أو ا+�?	�ل ا�

�� ا������ : �  P��� اذا :α  وβ    وγ �5 �#ر.� و &��+�ت زاو$�

ا��Jاد وا��اد#�ن 3!� ا���ا�4 :�ن : 
180 200

α β γ
π

= =
°

  

�$��(1:    

)$د &��+<� ���5اد#�ن و )$د &��+<�  �����135 زاو#� &��+<� ��5$ر.�    .1
  �J��5اد

و )$د &��+<� )$د &��+<� ���5اد#�ن  �����120 زاو#� &��+<� ��5$ر.�    .2
 �J��5اد

135أ)���ب ا
��س ��
راد��ن: )1: أ+*( 

180

γ
π

=
°

����135 180π γ× = ×  

 ����135 27 3

180 36 4
rad

π π πγ × ×= = = 

�J��5: 135ادب)���ب ا
��س 

180 200

β=
°

����135 200 180β× = × 

����135 200

180
β× = ����150gradβ =  

120أ)���ب ا
��س ��
راد��ن: )2

180

γ
π

=
°

����120 180π γ× = ×  

 ����120 12 2

180 18 3
rad

π π πγ × ×= = = 

�J��5: 120ادب)���ب ا
��س 

180 200

β=
°

����120 200 180β× = × 

����120 200

180
β× = ����133,33gradβ =  

�� ا��"�-�: .3.��2  وا�01*ل ا����  ��.�  ا�3�4�1 ا��
 ����( )C�>! دا��ة �6!�6; أA و ����ھ�Oو ,M �� ����( )C .

 ����α ��+$��IMط�ل ا���س ا�< 
 

 0 2α π≤ ≤.  

���� αا�?$د!� ��"�� أ:�Cل �	�#M �����"3$اد ا�Qا.
2kα π+R�(k ∈ℤ ����!� ���"�. #�.$ أ:�Cل Mھ4 أ:� �8 �

����� و)�$ �!�"��M ل�O	ا� ���	4 إ�#] ],π π−  ل�C:Qا �	�#

����� ا�����4 �!�"�  .Mا�	

��S ا������ :     :�86 3!� ا�$ا��ة ا�	6!��6 ��6ل  وأ :2)��$�!�( )0A     و

2
B

π 
 
 

 و   
4

C
π 
 
 

و      
3

D
π 
 
 

و   
6

E
π 
 
 

5 و    

6
F

π 
 
 

و    

2
G

π − 
 

و  
4

H
π − 

 

7و   

2
M

π 
 
 

3و  

2
N

π 
 
 

2007و  

4
I

π 
 
 

    

7 أ+*( : 8 8
4

2 2 2 2 2

π π π π π ππ−= = − = و5	� أن :  −
2

ππ π− < − ≤  

:�ن : 
2

π− C:ھ� أ�����  ر���4 �!�"��ل  �
0M  

�����4 ا�����4 �!"�2007ا�C:Qل ا�	

4
I

π 
 
 

  

�   1���2007 ا�?$د :1ط�#��!34 $O�:501,75   
   502و�;:� أ�9ب 
�د 7�.4 �6 أي 

2007 2007 2008
502

4 4 4 4

π π π ππ− = − = − 

4�?#2007
502 2 251

4 4 4

π π ππ π= − + = − + ×  

و5	� أن : 
4

ππ π− < − :�ن :  ≥
4

π−  4ا�����  ��"�ھ� ا�C:Qل  ا�	

����!�I  
2007 :2ط�#��

2
4

k
ππ π π− < + k و ≥ ∈ℤ  4�?#2007

1 2 1
4

k− < + ≤  

4�?#2007 2007
1 2 1

4 4
k− − < ≤ − 4�?#2011 2003

2
4 4

k− < ≤ −  

I I 

M
+ 

  Talamidi.com  تم تحميل هذا الملف من موقع



                            ا���ذ : 
	���� ����                                                                                     2 ص
 

  4�?#2011 2003

8 8
k− < ≤− 

4�?#2011 2003
251,3 250,3

8 8
k− − < ≤− −≃ ≃

  

251kاذن :  = − ;�و�

( )2007
2 251

4 4

π πα π= + − = −  

: ;� و�
4

π−  ��"�ھ� ا�C:Qل  ا�	

����  Iا�����4 �!
�$��(3:  ��4 ا�����4 �!��S ا������ و�3 1>!6!"�  )$د ا�C:Qل ا�	

ا�$ا��ة ا�	6!��6 :  
0

9

2
M

π 
 
 

و  
1

11

3
M

π 
 
 

و  
2

67

4
M

π 
 
 

و    
3

19

3
M

π 
 
 

     

�4 ا����� )1أ.��5:"�����ا�C:Qل ا�	!� 4
0M  

9 :1ط�#�� 8 8
4 2 2

2 2 2 2 2 2

π π π π π π ππ π+= = + = + = × و5	� أن :  +
2

ππ π− < ≤  

:�ن : 
2

π �����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
0M  

9 :2ط�#��
2

2
k

ππ π π− < + k و ≥ ∈ℤ  4�?#9
1 2 1

2
k− < + ≤  

4�?#9 9 9 9
1 2 1

2 2 2 2
k− − < − + + ≤ − 4�?#11 7

2
2 2

k− < ≤ −  

4�?#11 1 1 7 1
2

2 2 2 2 2
k− × < × ≤− × 4�?#11 7

4 4
k− < ≤ − 

4�?#11 7
2,7 1,7

4 4
k− − < ≤− −≃ ≃

  

2kاذن :  = − ;�)و� )9 9 9 8
2 2 4

2 2 2 2

π π π π πα π π −= + − = − = =  

: ;� و�
2

π�����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
0M  

2�����4 ا�����4 �!"�) ا�C:Qل ا�	
1M  

67 :1ط�#�� 64 3 64 3 3 3
16 2 8

4 4 4 4 4 4

π π π π π π ππ π+= = + = + = × و5	� أن :  +

3

ππ π− < −  :�ن :≥
3

π− �����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
1M  

11 :2ط�#��
2

3
k

ππ π π− < + k و ≥ ∈ℤ  4�?#11
1 2 1

3
k− < + ≤  

4�?#11 11 11 11
1 2 1

3 3 3 3
k− − < − + + ≤ − 4�?#14 8

2
3 3

k− < ≤ −  

#4�?14 1 1 8 1
2

3 2 2 3 2
k− × < × ≤− × 4�?#7 4

3 3
k− < ≤ − 4�?#7 4

2,3 1,3
3 3

k− − < ≤− −≃ ≃
  

2kاذن :  = − ;�)و� )11 11 11 12
2 2 4

3 3 3 3

π π π π πα π π −= + − = − = = −  

: ;� و�
3

π−�����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
1M  

3�����4 ا�����4 �!"�) ا�C:Qل ا�	
2M  

67 :1ط�#�� 64 3 64 3 3 3
16 2 8

3 4 4 4 4 4

π π π π π π ππ π+= = + = + = × 3و5	� أن :  +

4

ππ π− < ≤  

3:�ن : 

4

π �����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
2M  

67 :2ط�#��
2

4
k

ππ π π− < + k و ≥ ∈ℤ  4�?#67
1 2 1

4
k− < + ≤  

4�?#67 67 67 67
1 2 1

4 4 4 4
k− − < − + + ≤ − 4�?#71 63

2
4 4

k− < ≤ −  

4�?#71 1 1 63 1
2

4 2 2 4 2
k− × < × ≤− × 4�?#71 63

8 8
k− < ≤− 

4�?#71 63
8,8 7,8

8 8
k− − < ≤− −≃ ≃

  

8kاذن :  = − ;�)و� )67 67 67 64 3
2 8 16

4 4 4 4

π π π π πα π π −= + − = − = =  

: ;�3 و�

4

π�����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
2M  

�����4 ا�����4 �!"�ا�C:Qل ا�	
3M  

19 18 18
6 2 3

3 3 3 3 3 3

π π π π π π ππ π+= = + = + = × +   

و5	� أن : 
3

ππ π− < ≤  

:�ن : 
3

π �����  ا�����4 �!�"�ھ� ا�C:Qل  ا�	
3M  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
4. :<��-� �=0�  ا�?او$  ا��*+<  �

]�8 زوج ) [ )( ),OA OB  ز���	.<� ا��	4 �����1 #"$د ا��او#� ا�UC� ��

 ا��<� ب:
,OA OB
∧ 

 
 

����   أ��H ا�8�9. ����

����α وβ ������!� ����"�� ����C:أA وB  3$ادQا���ا�4. ا �!3

2kβا�"�����  α π− +  

 R�(k ∈ℤ �>.�	ھ4 &��+�ت �!�او#� ا�
,O A O B
∧ 

 
 

� � �� � � ��  

)و ���*: ) [ ], 2OA OB β α π≡ −
���� ����.  

�!�او#� ا�	�.<�
,OA OB
∧ 

 
 

���� [&��س و)�$ :4 ا�	�Oل ���� ],π π−  ا����س �	�#

  ا�����4 �!�او#�.
��: ا��-� ا��	!	�  �'�د .5��@ 

����( )C  �>! دا��ة �6!��6 أA   

)���� �� Bو ����O����ھ� و   )C  

:R�( ( ) [ ], 2
2

OA OB
π π≡

���� ����  

( )0, ,OA OB
���� ا�	?!1 ا�	�?��$ ا�		�1H ا�	�SB2 ��5$ا��ة  ھ�����

)ا�	6!��6 )C ����.( )M C∈.R�( ( ) [ ], 2OA OM a π≡
���� �����  

 ����� .�* 2	�م Mأ:�Cل ا�	�#a*��# وcosa.  
 ����� .�* Mأر�2ب ا�	�#a*��# وsina.  

إذا ��ن
2

a k
π π≠ + R�(k ∈ℤ.ATأوAT−8ظ:a *��# وtana.  

   :���4ت:
8��x ��ℝ   1 cos 1x− ≤ ≤  ,1 sin 1x− ≤ ≤  
8��x ��ℝ            ( )cos 2 cosx k xπ+ =  

 8��k ∈ℤ              ( )sin 2 sinx k xπ+ =          

8��x ��
2

k
π π − + 
 

ℝ
 R�(k ∈ℤ :��#$� sin

tan
cos

x
x

x
=  

( )tan tanx k xπ+ =  

• P��� اذا  
2 2

x
π π− ≤ cos:�ن  ≥ 0x ≥  

• P��� 3  اذا

2 2
x

π π≤ cos:�ن  ≥ 0x ≤  

• P��� 0  اذا x π≤ sin:�ن  ≥ 0x ≥  
• P��� 2  اذاxπ π≤ sin:�ن  ≥ 0x ≤ 
 ا�'�9Aت (�� ا��-� ا��	!	�  �'�د: .6

• 8��x ��ℝ       2 2cos sin 1x x+ =  
��5x��2 أن :   ��8  :4)��$�

2

1
1 tan

cos 2
x k

x

π π + = − + 
 

ℝ
  

) ا��Oاب: ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 22
2

2 2

sin cos sinsin
1 tan 1 1

cos cos cos

x x xx
x

x x x

+ + = + = + = 
 

  

2 و�?!1 أن: 2cos sin 1x x+   �اذن=
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  ( )
( )

2

2

1
1 tan

cos
x

x
+ =  

��  و��2* 3!� @��B� 8ھ
3!	� أن :  :5)��$�

2 2
x

π π− < 4و   >
sin

5
x = −    

  tanxو   cosxأ)�*   
�Oب 1:ابا���((cosx  

2 �?!1 أن: 2cos sin 1x x+ =4�?#( ) ( )2 2
cos sin 1x x+ =   

4�?#( )2 16
cos 1

25
x + = 4�?#( )2 16

cos 1
25

x = − 4�?#( )2 9
cos

25
x =  

4�?#9
cos

25
x 9أو=

cos
25

x = − 4�?#3
cos

5
x 3أو=

cos
5

x = −  

 و�?!1 أن:
2 2

x
π π− < <  4�?#cos 0x ≥ :Y,A� ;�3 و�

cos
5

x =  

��:     tanx))��ب 1$�� sin
tan

cos

x
x

x
=  

�?#44
si n 4 5 45t a n

3c o s 5 3 3
5

x
x

x

−
= = = − × = −

  

3!	� أن : :6)��$�
2

x
π π< 1و >

tan
3

x    cosx)1أ)�*   =

2( sin x  
) ) �?!1 أن:1:ا��Oاب )

( )
2

2

1
1 tan

cos
x

x
+ =   

�4 أن : ?#
2

2

1 1
1

3 cos x
 + = 
 

   4�?#
2

1 1
1

9 cos x
+ =    

4�?#
2

10 1

9 cos x
=   4�?#210cos 9x =   4�?#2 9

cos
10

x =  

 4�?#9
cos

10
x 9أو=

cos
10

x = −  

 و�?!1 أن:
2

x
π π< <  4�?#cos 0x ≤:$,A� ;�9 و� 3 10

cos
10 10

x =− =−  

�sin?!1 أن: )2
tan

cos

x
x

x
=  :4�?#sin tan cosx x x= ×  :4�?#

1 3 10 10
sin

3 10 10
x =− × =−  

  
  �!�9A'!� BCت (�� ا��-� ا��	!	� 

  
 

2
x

π +  
2

x
π −  xπ+  xπ −  x−    

sinx−  sinx  cosx−  cosx−  cosx  cosx  
cosx  cosx  sinx−  sinx  sinx−  sin x  

1

tanx

−  1

tanx
  tanx  tanx−  tanx−  tanx  


��د$ : .7Dا <�� ا��-� ا��	!	�  �!
  S�5 و أ)�* ا��?���5 ا������ :     :7)��$�
3

cos
4

π3 و
sin

4

π 7 و
cos

6

π 7و
sin

6

π  10و
cos

3

π   

13
cos

6

π 53و
sin

6

π  34و
cos

3

π  3و
tan

4

π  37و
tan

4

π   

3 أ.��5: 4 4 2
cos cos cos cos cos

4 4 4 4 4 4 2

π π π π π π ππ−       = = − = − =− =−       
       

  

3 4 4 2
sin sin sin sin sin

4 4 4 4 4 4 2

π π π π π π ππ−       = = − = − = =       
       

  

7 6 6 3
cos cos cos cos cos

6 6 6 6 6 6 2

π π π π π π ππ+       = = + = + =− =−       
       

  

7 6 6 1
sin sin sin sin sin

6 6 6 6 6 6 2

π π π π π π ππ+       = = + = + =− =−       
       

  

10 9 9
cos cos cos cos 3 cos 2

3 3 3 3 3 3

π π π π π π ππ π π+       = = + = + = + +       
       

  

10 1
cos cos cos

3 3 3 2

π π ππ   = + =− =−   
   

  

13 12 12 3
cos cos cos cos 2 cos

6 6 6 6 6 6 2

π π π π π π ππ+       = = + = + = =       
       

  

53 54 54
sin sin sin sin 9 sin 8

6 6 6 6 6 6

π π π π π π ππ π π−       = = − = − = + −       
       

  

53 1
sin sin sin

6 6 6 2

π π ππ   = − = =   
   

  

34 33 33 3
cos cos cos cos 11 cos 10

3 3 3 3 3 3 2

π π π π π π ππ π π+       = = + = + = + + =       
       

  

34 1
cos cos cos

3 3 3 2

π π ππ   = + =− =−   
   

  

3 2sin
3 4 2tan 1

34 2cos
4 2

π
π

π

 
 
 = = = −
 

− 
 

  

37 36 36
tan tan tan tan 9 tan 1

4 4 4 4 4 4

π π π π π π ππ+       = = + = + = =       
       

  

  S�5 ا��?���5 ا������ :    :8)��$�

1. ( ) ( )sin cos sin cos
2 2

A x x x x
π ππ π   = − × − − − × −   
   

  

2. ( )
( )

sin sin

cos

x x
B

x

π
π

+ −
=

−
  

3. 5 5 5
cos sin tan

6 6 6
C

π π π     = + −     
     

  

4. ( ) ( ) ( )sin 11 cos 5 cos 14D x x xπ π π= − + + + −  

5. ( ) ( )tan tanE x xπ π= − + +  

6. 3
cos ² sin ²

5 10
F

π π   = +   
   

  

7. 2 3 4 5 6
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7
G

π π π π π π           = + + + + +           
           

  

8. 3 5 7
sin ² sin ² sin ² sin ²

8 8 8 8
H

π π π π       = + + +       
       

 

) )1أ.��5: ) ( )sin cos sin cos
2 2

A x x x x
π ππ π   = − × − − − × −   
   

  

( ) ( ) ( ) 2 2sin sin cos cos sin cos 1A x x x x x x= × − × − = + =  

2( ( )
( )

sin sin sin sin 2sin
2tan

cos cos cos

x x x x x
B x

x x x

π
π

+ − += = = − = −
− −

  

3( 5 5 5 6 6 6
cos sin tan cos sin tan

6 6 6 6 6 6
C

π π π π π π π π π− − −           = + − = + −           
           

  

cos sin tan cos sin tan
6 6 6 6 6 6

C
π π π π π ππ π π           = − + − − − = − + +           

           

  

1sin
3 1 3 1 3 1 3 3 3 3 2 36 2

2 2 2 2 2 2 3 6 6 63cos
6 2

C

π

π

 
 
 = − + + = − + + = − + + = − + +
 
 
 

  

3 3

6
C

−=  

4( ( ) ( ) ( )sin 11 cos 5 cos 14D x x xπ π π= − + + + −  

( ) ( ) ( )sin 10 cos 4 cos 2 7D x x xπ π π π π= + − + + + + × −  

( ) ( ) ( )sin cos cosD x x xπ π= − + + + −  

( ) ( ) ( ) ( )sin cos cos sinD x x x x= − + =  

5( ( ) ( ) ( ) ( )tan tan tan tan 0E x x x xπ π= − + + = − + =  

6( 3
cos ² sin ²

5 10
F

π π   = +   
   

  

2

π  
3

π  
4

π  
6

π  0  

   1  3

2

 
2

2

 1

2

 0 sinx  

0 1

2

 2

2

 3

2

 1 cosx 
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3 �')] أنُ:   2 3 5

5 10 10 10 10 2

π π π π π π+ = + = =   

3

5 10 2

π π π+ =4�?#3

10 2 5

π π π= −  

:;�cos و� ² sin ² cos ² cos ² 1
5 2 5 5 5

F
π π π π π       = + − = + =       
       

 

7( 2 3 4 5 6
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7
G

π π π π π π           = + + + + +           
           

 

6 �')] أنُ:

7 7

π π π+ = :4�?# 6

7 7

π ππ= −  

2 أن: و 5

7 7

π π π+ = :4�?# 5 2

7 7

π ππ= −  

3 أن: و 4

7 7

π π π+ = :4�?# 4 3

7 7

π ππ= −  

:;�2 و� 3 3 2
cos cos cos cos cos cos

7 7 7 7 7 7
G

π π π π π ππ π π           = + + + − + − + −           
           

  

:4�?# 2 3 3 2
cos cos cos cos cos cos 0

7 7 7 7 7 7
G

π π π π π π           = + + − − − =           
           

  

8( 3 5 7
sin ² sin ² sin ² sin ²

8 8 8 8
H

π π π π       = + + +       
       

  

7 �')] أنُ:

8 8

π π π+ = :4�?# 7

8 8

π ππ= −  

3 أن: و 5

8 8

π π π+ = :4�?# 5 3

8 8

π ππ= −  

:;�3 و� 3
sin ² sin ² sin ² sin ²

8 8 8 8
H

π π π ππ π       = + + − + −       
       

  

:4�?# 3 3 3
sin² sin² sin² 2sin² 2sin²

8 8 8 8 8
H
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« c’est en forgeant que l’on devient forgeron » dit un 
proverbe.  

c’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et 

exercices que l’on devient un mathématicien  
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