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Cours avec Exercices d’application
Avec solutions

PROF : ATMANI NAJIB

Tronc CS

Les polynomes

Lecon : les polyndbmes
Présentation globale

I) Définition d’un polynéme

I1) Les polyndmes et les opérations

I11)La valeur absolue et propriétés La division par X - & et factorisation de polynémes

I) Définition d’un polyndome

Activité :Soit un parallélépipéde rectangle dont les
dimensions : x X + 3 et x + 5 avec x réel strictement
positif. Soit V(x) le volume de ce parallélépipéde
1)Montrer que V(x) = x3 + 8x? + 15x

2)Calculer V(1) et V(2)?

3)Quelles opérations as-tu utilisé pour calculer

V(1) et V(2) ?

1)Vocabulaire

L’expression : V(X) = x3 + 8x% + 15x est appelée
polynéme de degré 3

On note deg (V) = 3.

Les reels 1, 8, 15,0 sont appelés coefficients du
polyndme V(x).

8x? est un mondme de degré 2 et de coefficient 8.

x3 est un mondme, de degré 3 et de coefficient 1.

15x est un mondme, de degré 1 et de coefficient 15.
2)Définition : Un polyndbme est une somme de
mondmes.

Un polyndme de la variable x sera noté souvent P(x)

,Q(X) , ... Le degré du polynéme P, noté degP, est

celui de son mon6éme de plus haut degré.
3)Remarque et exemples :

1) P(x)=3x"+x*~7x++/3 est un polynéme de
degré 4 donc deg (P) = 4.

Il est ordonné suivant les puissances décroissantes. Son
terme constant (le terme sans la variable x) est /3

2) Q(x)=2x*(x-2)+(x—-1)(2x+3)
Q(x)=2x>—4x* +2x* +3x—2x—3
R(x)=2x*-2x*+x-3  Doncdeg (Q) =3.

3) R(x)=x*+3x* 2 —1 n’est pas un polyndme
X
4) E(x)= JXx+x% =3 n’est pas un polyndme

5) F(x)=2=2x" estun polyndme de degré 0 et
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S’appelle un polyndme constant

6) M (x)=2x+6 estun polyndme de degré 1 et

s’appelle un mondéme

Donc un mondme c¢’est un polyndome qui s’écrit sous la
forme: M (x)=ax+b
7) un polynéme de degré 2 s’appelle un trinbme

Donc un trindme c’est un polyndme qui s’écrit sous la
forme: T (x)=ax’+bx+c

Avec acR etbeR etcelR
Application : Déterminer un polyndme P de degré 2 tel
que :

P(0)=P(1)=5¢et P(-2)=3

Solution : P de degré 2 donc P s’écrit sous la forme :
P(x)=ax’+bx+c
Ona P(0)=5 donc
c=5

Ona P(1)=5 donc

a+b+c=5donc a+b+5=5
donc a+b=00)

Ona P(—2)=3 donc ax(—2)2+b><(—2)+5=3
donc 4a—2b+5=3
donc 4a—2b=-2(2)

donc On a le systéme suivant : {

ax0?+bx0+c=5 donc

ax1’+bx1l+c=5 donc

4a—-2b=-2
a+b=0

donc

-2 donc 4a+2a=-2 donc 6a=-2 donc

4da—-2b=
b=-a

1 1
a:—§ donc b:EAIors: P(x):—%x2+%x+5

4)Egalité de deux polynémes
Définition. Deux polynémes P et Q sont égaux et on

gcritP = Qsssi. P(X)=Q(x) pour tout x réel

=
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Propriéeté. Deux polyndmes P et Q sont egaux Solution : 1) 1) P(X) —x341ox2_1
si et seulement si ils ont le méme degré et les coefficients )
de leurs mondmes de méme degré sont égaux. Q(X) =3x* —x®+x

Exemple : Lesquels des polyndmes ci-dessous sont

égaux ? Expliquez ona: P(x)+Q(x)=x>+2x*-1+3x* x> +x

P(x)=2x"-2x"+Xx-3 et donc P(X)+Q(x)=3x*+2x*+x-1
Q(X)=2x(x-2)+(x-1)(2x+3) et Ona: P(x)-Q(x)=x"+2x"-1-3x*+x* - X
R(x)=2x* +3x* —2x~3 P(x)—Q( )=-3x*+2x>+2x* -x-1
Solution : 3P (x)-2Q(x) =3(x*+2x* ~1)-2(3x* =X’ +x)

)-2

O(x):2x2(x;2\+(;<—1)(2x+3)=2x3—4x2+2x2+3x—2x—3 ( ) ( ) 3 +6X% —3—6X* +2x° —2x

Q(x)=2x"=2x"+X~3 deg (Q) =3 3P (x)—2Q(x)=-6x"*+5x>+6x* —2x—3
o3 9w Ly _

P(X)—ZX 2X°+X-3 deg (P) =3 deg(P): ’ eg(Q)=4;deg(P+Q)=4;

Donc : P(X) = Q(X) car deg (P) = deg (Q) et les deg(P-Q)=
coefficients de leurs mondmes de méme degré sont
; 2) P(x)=x"=x*+3; Q(x)=—x"+x*-5

égaux
Mais P (x)# R(X) car les coefficients de leurs ona: P(x)+Q(x)=x"-x"+3-x"+x*-5=-2
mondmes de méme degré ne sont pas égaux Ona: ( ) (x): o434+ =X +8=2 —2x2 +8

Application: soit: P(x)=x*—2x°+x*—1 et
Q(x)=ax’ +(b+c)x" +(c+d)x*+dx* +e 3P(x)=2Q(x) =3(x" —x* +3)=2(—x" +x* -5)

Déterminer @ ; b ; c et d pour que: P=Q 3P(x)-2Q(x ):3X5_3);2+9+22X5—2X2+10

Solution: P=Q cad P(x)=Q(X) doncOna 3P(x)—2Q(x)=5x>—5x*+19

le systéme suivant : deg(P)=5 ; deg(Q)=5;deg(P+Q)=0;
Ejle a=0d=Lc=-1 o(P-Q)=5 2 2
cid=_p doncic=—2-d=-2-1=-3 I)1)ona P(X)=X -1 Q(X):x +2x—3
d=1 b=1-c=1+3=4 P(X)XQ(X)=(X2—1)(X2+2X—3):x5+2x4—3x3—x2-2x+3
c=-1

(P(Q) =(x-1) =(x) ~2x¢x1+1=x* ~2x* +1
2) P(x)=x"—x*+2 ; Q(x)=3x+2
(3x+2)(x4—x2+2):3x5+2x4—3x3—2x2+6x+4

donc Q(x)=x*—2x*+x*-1
I1) Les polyndmes et les opérations

1)Activité : soient P(X)et Q(x) deux polyndmes P( )XQ( ) 2
I)Calculer dans chacun des cas suivants : ( ) ( x2+2) =(X4—X2+2)(X4—X2+2)
P(x)+Q(x); P(x)—Q(x); 3P(x)—2Q(x) ( )
) P(x)=x"+2x"-1 ; Q(x)=3x"—x’+x deg(PxQ)=5 deg(P)=4 ; deg(Q)=
2) P(x)=x"=x*+3 ; Q(X)=-x"+x*-5 - =% =
5 Donc deg(PxQ)=deg(P)+deg(Q) et

I)Calculer P(x)xQ(x) et (P(x)) N pZ)_(Zde )P (P) (Q)

dans chacun des cas suivants et comparer : g( =2deg(P)

2)Résumé :
deg (PQ) et deg (P) +deg (Q) a) La somme de deux polyndmes :

1) P(x)=x"-1 ; Q(x)=x2+2x-3 Soient P et Q deux polyndmes ) ,
Lasomme de Pet Q estun polynéme noté P +Q
2) P(x)=x*-x*+2 ; Q(x)=3x+2

(x —X +2) =x° = 2x° +5x* —4x* + 4
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tel que: (P+Q)(x)=(P)(x)+(Q)(x)

pour tous X € R

Remarque : deg(P+Q)<max(deg(P);deg(Q))

b) Le produit d’un polynéme par un reel :

Soient P un polyndme et a R’

Le produit de P par un réel a est un polynéme noté
aP ettelque: (aP)(x)=ax(P)(x) pourtout X e R

Remarque : deg(aP)=deg(P)
c) Le produit de deux polynémes :
Soient P et Q deux polyndmes non nuls

Le produitde P et Q estun polynéme noté PQ
ettelque: (PQ)(x)=(P)(x)x(Q)(x) xeR
Remarque : deg(PQ)=deg(P)+deg(Q)

I11) La division par X-a et factorisation
de polyndémes

1) La division euclidienne d’un polynéme par X - a

Propriétés : Soient P un polyndéme de degré ne N
etsoit aelR

Il existe un unique polyndme Q de degré n—1ettq:
P(x)=(x—a)Q(x)+P(a) Pourtous xR

Cette égalité est la division euclidienne de P (X) par
X—a

Q(X) estle quotient et P(a) Ie reste

Exemple : Soit: P(x)=x°+3x*-2x—6et a=-3

X +3x7-2x-6 ¥+ 3
—x? =3y’ IR
—2x-6
2x+6
On 0 adonc:

P(x)=(x+3)Q(x)+P(-3)=(x+3)(x*~2)+0=(x+3)(x*-2)

Q(x) = x*—2 estle quotient et P(-3)=0 lereste
Remarques : en remplacgons x par -3 dans le
polynome : P(x)=x’+3x*—2x—6
P(-3)=(-3)’ +3(-3) ~2(-3)-6=-27+27+6-6=0
On dit que -3 est racine du polynome P (X)

3)Le reste de la division de P(X) par x+3est0.on
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dit que le polyndme P (X ) est divisible par x+3.
2)Racine d’un polynome

Définition : Soient P un polyndme et soit a R
On dit que a est racine du polynéme P ssi

P(a)=0
Exemple : Soit: P(x)=x>—-2x*+1

1)P(1)=1°-2x1*+1=1-2+1=0 donc 1 estracine
du polynéme P

2) P(2)= 28 —2x2*+1=8-8+1=1#0 donc

1 n’est pas une racine du polynome P

Propriété : Soient P un polyndme de degré n e N”
etsoit a<lR .a estracine du polynéme P ssi

P (X) est divisible par X —a.

Exemple : Soit: P(X)=x’>—-3x*-6x+8

Ona P(1)=1°-3x1*-6x1+8=1-3-6+8=0
donc 1 est racine du polynéme P

Donc P (X)est divisible par X —1

Effectuons la division euclidienne de P (X) par
x—-1

Ontrouve : P(x)=(x-1)(x’-2x-8) @
Onpose: Q(x)=x*-2x—8

ona: Q(-2)=(-2) -2(-2)-8=4+4-8=0

Donc -2 est racine du polynéme Q Donc Q ()
est divisible par x+2

Effectuons la division euclidienne de Q (X)

par X+ 2

Ontrouve : Q(x)=(x+2)(x—4) @

D’aprés (Det (2)ona:
P(x)=(x—-1)(x+2)(x—4)

P(X) =0 ssi (X—l)(x+2)(x—4)=0 ssi
X—1=0ou X+2=00u x—4=0
P(X)=0 ssi X=1ou X=—2 ou X=4 les
racines du polynéme P ( x)

« C’est en forgeant que [’on devient forgeron » Dit un
proverbe.
C’est en s entrainant régulierement aux calculs et exercices

Que [’on devient un mathématicien
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