
  ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                         1 ص
 
 

 

 

 

  

  

  

ا����
� �ن ��ك ا������ور
� �: ا������وى  
�
�
 ���� ا���وم ا���ر


�ة و ا�رض •�  ���ك ��وم ا�
• �
��
  ���ك ا���وم ا� 
ز
• �
� ���ك ا���وم ا�زرا

 

  الدوال الأصليةفي درس   5مذكرة رقم  
  


�ى ا���������  

� �دا�� ��$����# ���لا�وال ا�د -�$  
  ����وع دا��
ت $�
� ا�وال ا�د -

� ا�وال ا�د -�$'(
(�  ��داء دا�� و�دد 

  ا���رات ا���
��ة 

� ا�وال ا�د��د
د  -�$� �

�د��  �دوال ا*
  ا�����ل $
, ا*��)�ق ���د
د ا�دوال ا�$�
� �دا�� ��# ���ل -
  

I. : ا��  ا��وال ا�"!�  �
 دا�  أ"!�  ��ا�  
!% ���ل:)1


	�� ا��ا��  �(�ط:�f  ���

  ���	���:���ℝ ا�
   ( ) 2 2 3f x x x= + +  

 ����� ���	��ق ��Fد دا��  .1
  ���ℝ ����( ) ( ) ( );x F x f x′∀ ∈ =ℝ   

�  Gھ% $#"� دا�� أ �ى  .2���( ) ( ) ( );x G x f x′∀ ∈ =ℝ  

�  �F( $#"� )' دا��  .3���( ) ( ) ( );x F x f x′∀ ∈ =ℝ؟  


��� ���	��� : ا��ا�� )�1(�ط:
  ا�

  ( ) 3 21
3

3
F x x x x= +   ����� ���	��ق +

  ���ℝ,��) و$ ) ( ) ( );x F x f x′∀ ∈ =ℝ  

  f���ℝدا�� أ�0�� ���ا��  F ��#ل أن :

��� ���	��� :  ا��ا��  )2
  ا�

 ( ) 3 21
3 2

3
G x x x x= + + أ�12 و$��,���ℝ ����� ���	��ق  +

( ) ( ) ( );x G x f x′∀ ∈ =ℝ  

  ���f���ℝا��  أ �ى دا�� أ�0��ھ�  G ��#ل أن :
  f) ھ�5ك ��د 6)5	4 )' ا��ول ا�03�� ���ا�� 3

 ��#
  ھ� f ���ℝا��وال ا�03�� ���ا��و��#ل )9

 ��� ���

�3
� ℝ : ��2ا��وال ا� 21
3

3
x x x x k+ + +֏   

���k .���  ��د ��
:*+�,-';	�f �9ل( ��� ���
   Iدا�� ��د�2 )


� دا�� أ�0�� ���ا��<�f ���I دا�� %� ,F ��� ق��	��� �����I 

)ھ� ,أي �f	?�	,و )< ) ( ) ( );x I F x f x′∀ ∈ =  

  �"�.1:';	�f �9ل( ��� ���
دا�� أ�0��  F,و Iدا�� ��د�2 )
  ,���Iا�� ���


��� ��� f ���Iا��وال ا�03�� ���ا��

� I : ��2ھ� ا��وال ا��

( )x F x k+֏��� ,k .���  ��د ��

  �"�.2:';	�f �9ل( ��� ���
��A5ا )' 0xو Iدا�� ��د�2 )

I 0وy .�(#�
( ����  ��دا ��

B��� إذاf ��� �����4 $#"� دا�� أ�0�� و���ة Iدا�� $��% دا�� أ�0

G ا�����f ���I :����( )0 0G x y=  

�F ا��وال  f ���Iدا�� أ�0�� ���ا�� Fإذا ���Bا���ھ�ن:
,��ن "


��� ��� fا�03�� ���ا��(I :��2 �
�( ) ( )G x F x k= +  

 ���kا�<�ط.���)��د �� )0 0G x y= �5
2( )0 0F x k y+ أي =

( )0 0k y F x= −  


� ���f ���I :��2ا�� Gإذن $#"� دا�� أ�0�� و���ة� ���
(

( ) ( ) ( )0 0G x F x y F x= + −  

�% دا�� أ�0�� ��� �I% دا�� )	��A ��� )�9ل:3.�"�  �$I.  
  �"�.4:';	�f وg �9ل( ��� '�	��
( '� k,وIدا�	�' ��د2	

.����  ��دا ��
B��� إذاF وG  '��',��� ا�	#ا�� ���ا�		� g���Iو fدا�	�' أ�0

  , ��ن:
Fا��ا�� � G+ ا����� ��fدا�� أ�0 g+ ���I.  
 ���. kfدا�� أ�0�� ���ا�� kFا��ا�� �


	�� ا��ا��  �	�ل:�f  ���

[��� ا� [0; +∞:���	���  

   ( ) 2
2

1
2 1f x x x

x
= + + +  

[���  ��fد )9
#�� ا��وال ا�03�� ���ا��  .1 [0; +∞  

2.  ���  ���fا��  ��Fد ا��ا�� ا�03���( )1 3F = 

)1:ا�1�2   :أ1�2  ) 2
2

1
2 1f x x x

x
= + + +  

)اذن :  ) 2 1 1 1
2

1 1 1
2 1

3 2
F x x x x k

x
+ += × + + − +   

( ) 3 22 1 1

3 2
F x x x x k

x
= + + − + ���k ∈ℝ  

2(
 

( )1 3F = �5
23 22 1 1
1 1 1 3

3 2 1
k× + × + − + = 

 
 

�5
22 1
1 1 3

3 2
k+ + − + = �5
27

3
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k+ = 
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�  ���fا��  Fا��ا�� ا�03�� و)45 ���( )1 3F = 

 : ���	��� ���

)ھ� ا��ا�� ا� ) 3 22 1 1 11

3 2 6
F x x x x

x
= + + − +  

II. : +د��

2�ول دوال أ"!�  ��وال ا  
 %A��� ��9ول )<	��ت ا��وال ا�6	��د�2 �<;
ا����J )' ا���اءة ا�

  ��� ا��9ول ا�	���:
   fا��وال ا�03�� ���ا��   fا��ا��

  ���I )�9ل
;x k k ∈֏ ℝ  ;x kx c c+ ∈֏ ℝ  
x x֏  2

;
2

x
x c c+ ∈֏ ℝ  

   fا��وال ا�03�� ���ا�� f  ا��ا��
 ���I )�9ل

;nx x n ∗∈֏ ℕ  11
;

1
nx x c c

n
+ + ∈

+
֏ ℝ  

2

1
x

x
֏  1

;x c c
x

− + ∈֏ ℝ  

{ }( )1
; 1

n
x n

x
∗∈ −֏ ℕ  11

;
1

nx x c c
n

− + + ∈
− +

֏ ℝ  

1
x

x
֏  2 ;x x c c+ ∈֏ ℝ  

{ }( ); 1rx x r ∗∈ − −֏ ℚ  11
;

1
rx x c c

r
+ + ∈

+
֏ ℝ  

( )cosx x֏  ( )sin ;x x c c+ ∈֏ ℝ  

( )sinx x֏  ( )cos ;x x c c− + ∈֏ ℝ  

( ) ( )
2

2

1
1 tan

cos
x x

x
+ =֏  ( )tan ;x x c c+ ∈֏ ℝ  

   
III. :وال ا�"!�  و ا�,�!��ت�  ا�

 ��	>
��ت ��� ا��وال ا��

�� ��<;
  ا����J )' ا���اءة ا�
:4�KL�5 ��� ا��9ول أ�A�  


��� ��� )�9ل fا��ا��(I  ا�� دا����� �����  fأ�0
  Iا�
�9ل

u v′ ′+  u v+  
uv vu′ ′+  uv  

;nu u n ∗′ ∈ℕ  11

1
nu

n
+

+
  

2

u

u

′
  

1

u
−  

{ }( ); 1ruu r ∗′ ∈ − −ℚ  11

1
ru

r
+

+
u  

u

u

′
  2 u  

2

u v uv

v

′ ′−  u

v
  

( ); ;x u ax b a b∗′ + ∈ ∈֏ ℝ ℝ  ( )1
x u ax b

a
+֏  

  
   

 ��د )9
#�� ا��وال ا�03�� ���وال ا�	���� : أ�	! :

1(( ) 45 3 1f x x x= + +2 (( ) 1
cos sin 1f x x x

x
= + + − 

3( ( ) sin cosf x x x x= +4( ( ) ( )3
2 1f x x= − 5( ( )

( )22 1

x
f x

x
=

−
   

) )1أ1�2  : ) 45 3 1f x x x= + +   

)اذن  ) 5 21 1
5 3 1

5 2
F x x x x k= × + × + + ���k ∈ℝ   

2( ( ) 1
cos sin 1f x x x

x
= + + −  

)اذن ) 2 sin cosF x x x x x k= + − − + ���k ∈ℝ   

3( ( ) ( )sin cos sin sinf x x x x x x x x ′′= + = +  

)اذن ) sinF x x x k= × + ���k ∈ℝ  

4( ( ) ( ) ( ) ( )3 31
2 1 2 1 2 1

2
f x x x x′= − = − −  

)اذن ) ( )3 11 1
2 1

2 3 1
F x x k

+= × − +
+

 ���k ∈ℝ  

)و)45 ) ( )41
2 1

8
F x x k= − + ���k ∈ℝ  

5(( )
( )22 1

x
f x

x
= −

−
 �5
2

( ) ( )
( )

2

22

1

1

x
f x

x

′−
= −

−

  

)اذن ) 2

1

1
F x k

x
= +

−
 ���k ∈ℝ   

6+��-1: ��#
 ا��وال ا�03�� ���وال ا�	���� : ��د )9
1(( ) 3 28 4 6f x x x x= + + +2 (( ) 2cos sin 3f x x x= − −  

3( ( ) 22 sin cosf x x x x x= +4( ( ) ( )2
4 5f x x= + 5( ( )

( )
2

23 2

x
f x

x
=

+
  

  أ1�2  : 
1(( ) 3 28 4 6f x x x x= + + +  

)اذن ) 4 3 2 4 3 21 1 1 4 1
8 4 6 2 6

4 3 2 3 2
F x x x x x k x x x x k= × + × + + + = + + + +   

���k ∈ℝ   
2( ( ) 2cos sin 3f x x x= − −  

( ) 2sin cos 3f x x x x k= + − + ���k ∈ℝ  

3(( ) ( ) ( )2 2 22 sin cos sin sinf x x x x x x x x x′ ′= + = +  

)اذن ) 2 sinF x x x k= × + ���k ∈ℝ  

4( ( ) ( )2
4 5f x x= +  

( ) ( ) ( ) ( )2 21
4 5 4 5 4 5

4
f x x x x′= + = + +  

)اذن ) ( )2 11 1
4 5

4 2 1
F x x k

+= × + +
+

 ���k ∈ℝ  

)و)45 ) ( )31
4 5

12
F x x k= + + ���k ∈ℝ  

5(( )
( )

2

23 2

x
f x

x
=

+
 �5
2

( ) ( )
( )

3

23

21

3 2

x
f x

x

 ′+ = − − + 
 

  

)اذن ) 3

1 1

3 2
F x k

x
= − +

+
 ���k ∈ℝ   

 ��د )9
#�� ا��وال ا�03�� ���وال ا�	���� : :�	�ل
1 (( ) 2 2 1f x x= +2( ( )

2 1

x
f x

x
=

+
   

))1أ1�2  : ) ( ) ( )
1

22 2 1 2 1 2 1f x x x x′= + = + +  
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)اذن  ) ( )
1

1
2

1
2 1

1
1

2

F x x k
+= + +

+

 ���k ∈ℝ  

)و)45 ) ( )
3

2
2

2 1
3

F x x k= + + ���k ∈ℝ  

)و)45 ) ( ) ( )
3 3
2

2 2
2 1 2 1

3 3
F x x x k= + = + + ���k ∈ℝ  

2( ( ) ( )2

2 2

1

1 2 1

xx
f x

x x

′+
= =

+ +
  

)اذن ) 2 1F x x k= + + ���k ∈ℝ  

6+��-2: : �� ��د )9
#�� ا��وال ا�03�� ���وال ا�	��

1( ( ) 2 1f x x x= + 2( ( )
2

38

x
f x

x
=

+
 3( ( ) ( )sin 4 1f x x= −  

4(  ( ) ( )cos 2 8f x x= + 5( ( ) ( )2
sin cosf x x x=       

))1أ1�2  : ) ( ) ( )
1

2 2 2 2
1

1 1 1
2

f x x x x x′= + = + +  

)اذن ) ( ) ( )
1 3

12 22 2
1 1 1

1 1
12 31
2

F x x k x k
+

= + + = + +
+

   

)و)45 ) ( )3
21

1
3

F x x k= + + ���k ∈ℝ  

2( ( ) ( )32

3 3

82

38 2 8

xx
f x

x x

′+
== =

+ +

  

)اذن ) 32
8

3
F x x k= + + ���k ∈ℝ 

3( ( ) ( )sin 4 1f x x= )اذن− ) ( )1
cos 4 1

4
F x x k= − − +k ∈ℝ  

4( ( ) ( )cos 2 8f x x= )اذن+ ) ( )1
sin 2 8

2
F x x k= + +k ∈ℝ  

5( ( ) ( )2
sin cosf x x x=    �5
2( ) ( ) ( )2

sin sinf x x x′=  

)و)45 ) ( )2 11
sin

2 1
F x x k

+= +
+

   

 �5
2( ) ( )31
sin

3
F x x k= +k ∈ℝ  


	�� ا��ا��  :3-��+6�f  ���

]���ا� [0;+∞  

   : ���	���( )
( )

2

2

2

1

x x
f x

x

+=
+

  

1.  '�������:  bو  ��aد ا�
�د2' ا���� 
 ( )

( )2
1

b
f x a

x
= +

+
 [ [0;x∀ ∈ +∞ 

2.  ���  ���fا��  ��Fد ا��ا�� ا�03���( ) 5
1

2
F = 

  )1أ1�2 :

( )
( )

( )
( ) ( )

2 2

2 2 2

1 2

1 1 1

a x bb ax ax a b
f x a

x x x

+ + + + += + = =
+ + +

  


��ر�� )F ا�;	��� : ���( )
( )

2

2

2

1

x x
f x

x

+=
+

  

��9 أن : 
1

2 2

0

a

a

a b

=
 =
 + =

 �5
2
1

1

1

a

a

b

=
 =
 = −

) و)45 : )
( )2

1
1

1
f x

x
= −

+
  

2( ( )
( )2

1
1

1
f x

x
= −

+
 �5
2 ( ) ( )

( )2

1
1

1

x
f x

x

′+
= −

+
  

) و)45 :   ) 1

1
F x x k

x
= + +

+
 k ∈ℝ   [ [0;x∀ ∈ +∞  


	�� ا��ا��  :4-��+6�f  

  ���

]��� ا� [1;+∞   : ���	���( ) 1f x x x= −  

�' أن :  .1�( ) ( )3
1 1f x x x= − + −   [ [1;x∀ ∈ +∞  

2.  ���  ���fا��  ��Fد ا��ا�� ا�03���( )2 1F = 

  أ1�2 :
1( ( ) ( )3 2

1 1 1 1 1 1 1 1x x x x x x x x− + − = − × − + − = − × − + −  


�( أن :� [ [1;x ∈ 1xاذن : ∞+ ≥  �5
21 0x − ≥  

1و)45 :  1x x− = −   

)اذن :  ) ( )3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1x x x x x x x x x x x− + − = − × − + − = − − − + − = −  

2( ( ) ( )3
1 1f x x x= − + − �5
2  

  ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 3 1 3 1

3 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1f x x x x x x x x x′ ′= − + − = − + − = − − + − −  

)اذن ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 5 3

1 1
2 2 2 2

1 1 2 2
1 1 1 1

3 1 5 31 1
2 2

F x x x k x x k
+ += − + − + = − + − +

+ +

   

)و)45 ) ( ) ( )5 32 2
1 1

5 3
F x x x k= − + − + ���k ∈ℝ  


	�� ا��ا�� 7-��+6�f  ���

  ���	���:     ���ℝ ا�

( )
( )

4 2

22

5 40 20 80

4

x x x
f x

x

+ + +=
+

  

1.  ������  cو   bو    ��aد ا��3اد  ا�
   : ����( )

( )22 4

ax b
f x c

x

+= +
+

   [ [0;x∀ ∈ +∞  

2. �� ���fا��  ��د )9
#�� ا��وال ا�03
3.  ���  ���fا��  ��Fد ا��ا�� ا�03���( )0F c= 

  أ1�2  :

( )
( )

( )
( ) ( )

22 4 2

2 2 22 2 2

4 8 16

4 4 4

ax b c xax b ax b cx cx c
f x c

x x x

+ + ++ + + + += + = =
+ + +

  

( ) ( )
( )

4 2

22

8 16

4

cx cx ax b c
f x

x

+ + + +
=

+
  


��ر�� )F ا�;	��� : ���( )
( )

4 2

22

5 40 20 80

4

x x x
f x

x

+ + +=
+

  

��9 أن : 
5

8 40

20

16 80

c

c

a

b c

=
 =
 =
 + =

 �5
2
5

5

20

0

c

c

a

b

=
 =
 =
 =

) و)45 : )
( )22

20
5

4

x
f x

x
= +

+
  

2( ( )
( )22

20
5

4

x
f x

x
= +

+
 �5
2 ( ) ( )

( )
2

22

4
10 5

4

x
f x

x

′+
= +

+
  

) و)45 :   ) 2

10
5

4
F x x k

x
= − + +

+
 k ∈ℝ   [ [0;x∀ ∈ +∞  

3( ( )0 5F = �5
210
5

4
k− + =  �5
25

5
2

k = +  �5
215

2
k =  

)و)45 :  ) 2

10 15
5

24
F x x

x
= − + +

+
[ [0;x∀ ∈ +∞  
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