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� �: ا������وى  
�
�
 ���� ا���وم ا���ر


�ة و ا�رض •�  ���ك ��وم ا�
• �
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  ���ك ا���وم ا� 
ز
• �
� ���ك ا���وم ا�زرا

 

  الأعداد العقدية(أ)في درس   7مذكرة رقم  
  

  ا������� ��
�ى   
-  �� ا��داد ا��"د
� ���و
�ق �"ط� و���%�) ا����
ل ا�%�د�$ ��دد �"دي -�)  
  ا������ ا���ر
�  ��دد �"دي -
- �
  ا����
�ت  ��+ ا��داد ا��"د
  �را0ق �دد �"دي وا�/.��ص -

�ر �دد �"دي وا�/.��ص -��  
  �را0ق �دد �"دي وا�/.��ص -
  ا���دة و ا���ل ����$ ��دد �"دي 1
ر ���دم و ا�/.��ص -
- ��%
"�
ن و ��دة /�رج ��%��� �
  زاو
�ن ا3زا�� و  - �
   و ا�دوران  ا�����$ا����
ر �"د

��ة ا���رات  
  ا���
- �
  ا����ن �ن ا����ب ��+ ا��داد ا��"د
  ا��7"�ل �ن ا������ ا���ر
� إ�+ ا������ ا�����
� وا���س -
-  �
  ا���رف ��+ ا�.
8 ا�����
� ا����
� �������ل ا��داد ا��"د
-  ) �
�ل ����ل ھ�د� $0 �
�ن ا3زا�� و ا�����$و ا�����د �
ا��7"���ط�
ق ا��داد ا��"د �
  ) و ا�دوران  ا����
ر �"د

  
I.  ���
   ℂا��

��x 	�د ���
 	�� ا���� :$#�"! iy+  دان ������ن و�	  ���,i  

� ا��ي ���� ���2ا���د ا�� 1i = , �%!� 	�دا 	����. #"! 	�  −
&#'��( �)� &#'� �����. و ���,�:  ℂا*	�اد ا�

( ){ }2/ ;x iy x y+ ∈ℝ  =ℂ  ���2 1i = −  

II.ي��  ا�)
�'  ا�
��"  �#�د �
  +�*	  و $#�"!


 )��.�� و���ة 	�� ا����.��z 	�د 	��ي  ���� x iy+��� ,xو
y ,دان ������ن�	  
zا����)� � x iy=   .0z%!� ا���� ا�"/'ي ����د ا����ي +
� ���دxا���د ا������� �,و �'#& �z&#'��( 2 �%!� ا�"&ء ا�����

( )Re z.  

�  ���د yا���د ا������� ����,و �'#& �z&#'��( 2�%!� ا�"&ء ا��

( )Im z.  

#�%�و��6 اذا و 4�5 اذا ��ن �(!�  ′z.وz�� ن 	�دان 	����ن :+�*	 
.����  7.8 ا�"&ء ا������ و 7.8 ا�"&ء ا��

( ) ( )Im Imz z′=.و ( ) ( )Re Rez z z z′ ′= ⇔ =.  

:  ��!���ت>!�; : ا	� ا��%�ب ا�!����� �-ح��( �5ℝ  0!�د ا��,
2, #; ا?��!�ل ℂا�!"! 	� 1i = −.  

B)��C ا�"/'ي أو ا�����ر0�:أ��
 ا*	�اد ا������ ا������  	�� :��$1".

( )( ) ( )²21121 iiiz )و  =+−+++ )32 31 iz +=  

i

i
z

−
−=

3

31
3

و    
i

i
z

−
+=

3

1
)و   4 )10

5 1z i= +  

) )1 أ/�'  : )( ) ( )1 2 1 1 2 ² 2 2 1 1 4 4z i i i i i i= + − + + + =− + − − + + −  

1 6 5z i a bi=− + = )و#,2 :  + )1Re 6z = )و  − )1Im 5z =  

2( ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3
3 2

2 1 3 1 3 1 3 3 1 3 3z i i i i= + = + × × + × × +  

2 1 3 3 3 3 3 3 8 0z i i i= + − × − = − + ∈ℝ �  	�د ����

)*ن :  )2Im 0z =  

3(( ) ( )
( )( )3 2

1 3 31 3 3 9 3 6 8

3 3 3 109

i ii i i i
z

i i i i

− +− + − + −= = = =
− − + −

  

3

6 8 3 4

10 10 5 5

i i
z = − = )و#,2 :  − )1

3
Re

5
z )و  = )1

4
Im

5
z = −  

4(( ) ( )
( ) ( )4 2

1 3 21 3 2 3 2 1 5 1 5

3 2 3 2 3 2 13 13 139 4

i ii i i i
z i

i i i i

+ ++ + + − += = = = = +
− − + −

  

5(( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
510 2 5 5 5 4

5 1 1 2 2 32 32z i i i i i i i= + = + = = × = × × =  

III. 1	��
 :�#�د ���ي  ا�2����ا�
)ا�!%� ى :$#�"! )P  'C�/# BE,!# �#���# B��#,% ب ا�� #

( ); ;O u v
� �

.  

��z 	�د 	��ي   x iy= +  ��� ,x وy 4('� ,دان ������ن�	

 �F�,��(M     �)�0��Gزوج ا��ا �)ا�� );x y    B��5� ا�!( ); ;O u v
� �    

), و �8�
: Jz رة ا���د ا����ي   �8M ل ان:  )M z.    .  

   OM
�����

) , و �8�
:  zا�!�"(� ا�K رة ����د ا����ي   )M z.  

 �F�8 ��( );M x y      ى �6 ا�!%#( )P   ي���, ھ� J رة ا���د ا�

z x iy= أو ��� ا�!�"(� Mzو �8�
 ���M ا�,�F��8z ل ان:  +

OM
�����

 
و�8�
OM

z�����   

 ��دة ا�������ت             أ�5د"�	  ا�
2  ا�3�4	    

                               �	�'  و/�ة            
 

�	
 ا��
�ذ : ������ �
  7��آ�ة ر��/   
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)ا�!%� ى   )P 'C�/!ا� BE,!!ا� �#��)ا�!,% ب ا�� ا�!��B ا�!� ); ;O u v
� �

 

  �%!� ا�!%� ى ا����ي. و
  :�;:��9ت .1

 ��C ��	 
	�د �����, �%!� 	�دا  ��iy��� ,y 	�د 	��ي ���
�5'J �����0  

 ��J�5*ر ا �# ��%!�  #� ر ا*را�0
 و �%!� ا�!� ر ا�����
� ا�!� ر���  ا��

2.  2

� <��  
!"�#$: �)"�# ���u

�
 �F�,ھ  ��� ا�M :���(OM u=

����� �
  , أي:

M8�� إذا( ),u a b
�

�5uن ��� ا�!�"(� 
�

aھ  ا���د ا����ي  ib+.  

 	*�+: M8�� إذاAوB �!):��� ي���وF�8Az��6 #6 ا�!%� ى ا�

Bz,�  	�� ا�� ا�

�5ABن ��� ا�!�"(�
����

B.ھ  ا���د ا����ي AAB
z z z= −����  

5� ا�!%� ى ا����ي ا�,�4.:���1ل '/��8( )2;1A )و − )3; 1B − و −

1
; 2

2
C
 − 
 

.  

  ؟CوBوA#� أ���ق ا�,�4
5� ا�!%� ى ا����ي ا�,�4     :���2ل '/��8 A ,B , C    ,D    وE   

     :�izأ���:(B 	��   ا�� ا� A += izBو     1 23+=  

izC −= izDو       2 2Ezو    =−2 =  

5� ا�!%� ى ا����ي   Eو      �R#A  B,    ,C  ,D ا�,�4  .1 
��  ���I ا�,�F�    ��Izد  .2Fا�� TK�,#[ ]AB 

��د  .3
AB

z����      �)"�!ا� ���AB
����

    

4.  � #� ازي ا*XYع    ABCD)�6 أن ا�')�	
  )1أ/�' :

  
2( I  ��Fا�� TK�,#[ ]AB  �,��AI IB=

��� ���
  

 �,��
AI IB

z z=��� ���  �,��I A B Iz z z z− = −  �,��
2

B A
I

z z
z

+
=  

3و#,2 :  2 1 3
2

2 2I

i i
z i

+ + += = 3و#,2 :  +
2;

2
I
 
 
 

  

( )3 2 1 3 2 1 2B AAB
z z z i i i i i= − = + − + = + − − = +����  

AB 6�/8 أن :��.� أن )4 DC=
���� ����

  
 : ��"��2

AB
z i= +����  
%�8?

DC
z =�����  

( )2 2 2C DDC
z z z i i i= − = − − − = +�����  

و#,2 : 
AB DC

z z=���� ABو#,2 :  ����� DC=
���� ����

: �  #� ازي ا*XYع  ABCDو)�����

IV.ت��	�:$ 
�  #:3 !;
�� <��  

 	*�+  M8�� إذاΑوΒ  �!)��� ي���zΒوF�8Az��6 #6 ا�!%� ى ا�

�F�,�5ن ��� ا� ,�]#,�I  TK	�� ا�� ا� ]ΑΒ ي���Izھ  ا���د ا�

 :���(
2

A B
I

z z
z

+=  

���	  B-ث ��@ �. ا��?
�ى ا�#��ي �
  ا�
 	*�+  

 6���ΑوΒوC ���( ي���XGCΑث 4�8 #6 ا�!%� ى ا� و ≠
  	�� ا�� ا��.CzوzΒوAz أ���:(�.

�F�8 B #%���!�� إذا و 4�5 إذا ��ن:CوΒوΑ �0 ن. A

C A

z z

z z

−
−

	�دا  

.������  

8��/' ا�,�4 ::���ل  ( )1A i+1و
2

2
B i
 + 
 

)و  )1C i− −  

  ؟#%���!�� CوΒوΑ ھ� ا�,�4

 ا�
�اب :
1 1 1

2
12 2 2

11 1 2 2
2

2

B A

C A

i i i iz z

z z i i i
i

+ − + +−
= = = = − ∈

− − − − − −  − + 
 

ℝ
  

  #%���!�� CوΒوΑ ا�,�4 اذن :
  

V. ي��  ��اE> ��د �
1. !"�#$  

. 6��� z x iy=   	�دان ������ن.yو x	�دا 	���� و ���+

xا���د ا����ي  iy−ي���  .zوz&#'��( 2� &#'8�%!� #'ا�5 ا���د ا�

1 :أ��9  5 2z i= 1اذن : − 5 2 5 2z i i= − = +  

7 7;2 2 ; 5 3 5 3 ;3 2 3 2i i i i i i− = − = − − − = − + + = −.  
2. �F�
�  

.6��� z x iy=   	�دان ������ن,���,�:y و.x 	����, ���.	�دا +

z z=      2و 2zz x y= +  .)zz(
< # �  	�د ����

( )2Rez z z+ =      .( )2 Imz z i z− =  

 	*�+  
6���z����	 دا�	 :�,���  

1. z: اذا و4�5 اذا ��ن �z 	�د ���� z=  

2. z .:ف اذا و4�5 اذا ��ن'J ����z 	�د 0 z= −.  
3. .  ���
  ℂ ا���اE> و ا�#�9	�ت �E ا��

 	*�+ 6���zوz′6 و����	د�6 �	n:�,���,��/%8 ����J دا�	  

z z z z′ ′+ = +        .z z z z′ ′× = ×        

1 1

z z

  = 
 

 و.
z z

z z

′ ′  = 
 

���,0z ≠          ( ) ( )n
nz z=   

."��$2:6��� z.����	 دا�	  

) #'ا��5ت ا*	�اد ا������ ا������: zأ��
 )�^�� ��د و )( )1 2 5Z i i= + −  

2 2 5Z z i= و +
3

1

3

z
Z

z i

−=
− +

.  

) )1أ/�'  : ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 5 2 5 2 5Z i i i i i i= + − = + × − = − +  

2 2 5 2 5 2 5Z z i z i z i= + = + = −  

3

1 1 1

3 3 3

z z z
Z

z i z i z i

 − − −= = = − + − + − − 
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5� ا�!"! 	� :��$3". ��ℂ:6��د���  ا�!

1. 2 5 4z iz i+ = −  
2. 2 2 6z z i= − + 

z )1أ/�'  : ∈ℂ �,��x∃ ∈ℝ وy∃ ∈ℝ  : ���(z x yi= +  

2 5 4z iz i⇔ + = −( ) ( )2 5 4x yi i x yi i+ + − = −  

( ) ( )2 5
2 2 5 4

2 4

x y
x y i y x i

y x

+ =
⇔ + + + = − ⇔ + = −

  

2 5
2 5 2 5

13
4 2 2 8 5 4 2 83 13

3

x y
x y x y

y x x y y xy y

+ = + = + =  ⇔ ⇔ ⇔  − − + + = + − − =− = ⇔ =−  

  

 _� �(� 5� ا�!��د��  yو)��814"� :  1)��!

3
x =  

14 و#,2: 13

3 3
S i

 = − 
 

  

�!� ا����)� ا�"/'�� :   )2�%8 ���'F7 ا�.,(z x yi= + : �",5  

2 2 6z z i⇔ = − +( )2 2 6x yi x yi i+ = − + − +  

2 2
3 2 6

2 3 6

x x
x iy i

y y

= − = − 
⇔ ⇔ − + = − + ⇔ = = 

  

}و#,2:  }2 2S i= +  

5� ا�!%� ى ا����ي :��$4". '/��  Uا���د ا����ي  8

) وJz : ;`8 رة ا���د ا����ي  Mو���6  )( )2 1U z i z= − −  

: ;`8 z x yi= +���x ∈ℝ وy ∈ℝ   
��د ا����ي ا�"&ء yو x)��د )�^�� 1�� ����  Uا������ وا��
  :)��� �� نzذات ا���� ��Mد #"! 	� ا�,�4) 2
  	�دا ������U أ)

� J'ف	�دا U ب)���0  
z)1أ/�'  : x yi= )اذن :   + ) ( )2 1U x yi i x yi= + − − −  

 �,��( )( ) ( )( )2 1U x i y x yi= + − −   و)�� ا�,�' 8"� :−

( ) ( )2 2 2 2 2U x y x y i y x= + − − + − − +  

)و#,2 : :  ) 2 2Re 2U x y x y= + − )و  − )Im 2 2U y x= − − +  

� U أ))2,�� �)	�د ���� )Im 0U =  �,��( ) : 2 2 0y x∆ − − + =  

  B���%!ا� �)اذن #"! 	� ا�,�4 ھ ��د��2 : ا��ي∆(# 2 2 0y x− − + =  

� U ب),�� J'ف ����)	�د 0 )Re 0U =  �,��2 2 2 0x y x y+ − − =  
2 2

2 2 2 2 2 21 1 1
2 2 1 1 1 0 2 0

2 2 2
x x y y x y x y   − × + − + − × + − = ⇔ + − − =   

   
  

( ) ( )
22 2

2 21 5 1 5
1 1

2 2 2 4
x y x y

    − + − = ⇔ − + − = ⇔         

  

)اذن #"! 	� ا�,�4 ھ� ا��اa'ة  )C ا��ي #'�&ھ�  

: 1
;1

2
 Ω 
 

 �)	��C5و

2
R=  

VI.ي��  �#	�ر ��د �
1. !"�#$  

.6��� z x iy=   	�دان ������ن.yوx 	�دا 	����, ���.+

.
���ر ا���د ا����ي zzا���د ا������ ا�! ># �!%�z 2� &#'8 و ,

&#'��(z:�,��� 2 و 2z z x y= +  

  ���9ظ 

2
z zz=.و. z +∈ℝ,( )z∀ ∈ℂ  

��1د #���ر ����د:: ���1ل 3

2 2
z i= −   

ا�
�اب :  
22

1 3 1 3 1 3
1 1

2 2 2 2 4 4
z i

  = − = + − = + = =       

  

  أ��9  أ+�ى :

( ) ( )2 223 4 3 4 25 5; 2 2 2i i− = + − = = − = − =.  

  ا�
Iو"1 ا�2���� .2
6���M.�)��� ي���F�8 z� #6 ا�!%� ى ا� x iy= +)xوy دان�	

  ������ن)
:�,���( );M x y :2,# 2و 2OM OM x y z= = + =

�����
  

OM , أي: ,OMھ  ا�!5�%� zإذن #���ر ا���د ا����ي z=.  

  
  
  
  
  
  

 	*�+  
6���ΑوΒ.�.وF�8 zΑ��6 #6 ا�!%� ى ا����ي, ���(!� 	�� ا�� ا�

zΒ :�,��� ,z zΒ ΑΑΒ = ΑΒ = −
����

.  

  ا���ھ�ن
�F�,ا� '/��8M :���0 �OMا�� = ΑΒ

����� ����
.  

 :�,���Mz z zΒ Α= −���Mz�F�,ا� ���M:إذن. 

Mz z z OMΒ Α− = = = ΑΒ.  

5� ا�!%� ى ا����ي :��$5". '/��8( )jio    A B,  ,C ا�,�4  ;,

 :�izBو     Az=2أ���:(B 	��   ا�� ا� 33و =+31 izC +=    

 ��R!6 أن ا��(ABC   .عXY*وي ا�%�#  
6�/8AC  أن  ��.� أن ا�" اب : BC= ΑΒ =:  

( ) 22
1 3 2 1 3 1 3 4 2z z i iΒ ΑΑΒ= − = + − = − + = − + = =   

( ) 22
3 3 2 1 3 1 3 4 2CC z z i iΑΑ = − = + − = + = + = =  

3 3 1 3 2 2C BBC z z i i= − = + − − = =  

ACو#,2 :  BC=ΑΒ=  : �  #�%�وي ا*XYع. ABCا�!��R و)�����
  +�*	�ت .3
  ,���,�:′zو���z 	�د�6 	����6  �

z z z= − 0  و  = 0z z= ⇔ z   و  = z z z′ ′× = ×.  

0zإذا ��ن � 1 �5ن:≠ 1

z z
و=

zz

z z

′′
=  

0z إذا ��ن. � ≠.�/%8 b��J د�	�5ن ��� n: 
nnz z=  

zو    z z z′ ′+ ≤ +  

  ��د #���ر �� #6 ا*	�اد ا������ ا������::��$6".

( )1 5 1 3z i= )و + )( )iiz −+= و  312
3

3 1

31











−
+=

i

i
z  

) ا�
�اب : )1 5 1 3 5 1 3 5 1 3 10z i i= − + = − + = + =  
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( )( )2 1 3 1 3 2 4 2 2z i i i i= + − = + × − = × =  
3

33 3

3

1 31 3 1 3 1 3

1 1 1 1

ii i i
z

i i i i

 +  + + +  = = = =       − − − −     

  

( )
3

3

3

4
2 2 2

2
z

 
= = =  
 

  

."��$7: ����0(   )���:z ا��� ���(�.M#"! 	� ا�,�4∆(

1 2 7 2z i z i− − = − +  

  )ط'��� �����0�:(1ط�"�  ا�
�اب :
 z ∈ℂ �,��x∃ ∈ℝ وy∃ ∈ℝ  : ���(z x yi= +  

1 2 7 2z i z i− − = − + �,��1 2 7 2x yi i x yi i+ − − = + − +  

 �,��( ) ( )1 2 7 2x i y x i y− + − = − + +  

 �,��( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 7 2x y x y− + − = − + +  

 �,��( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 7 2x y x y− + − = − + +   

 �,��2 2 2 22 1 4 4 14 49 4 4x x y y x x y y− + + − + = − + + + +  �,��12 8 48 0x y− − =  
 �,��( ) :3 2 12 0x y∆ − − =  

  B���%!ا� �)اذن #"! 	� ا�,�4 ھ 3 ا��ي #��د��2 :∆( 2 12 0x y− − =  

 �  ط'��� ھ,�?��):(2ط�"
1 2 7 2z i z i− − = − +�,��( ) ( )1 2 7 2z i z i− + = − −  

 : ;`8( )1 2AA z i= )و     + )7 2BB z i= −  

Mاذن:  A M Bz z z z− = −  �,��AM BM=  

  B���%!ا� �)اذن #"! 	� ا�,�4 ھ )∆ ��Fوا?4 ا��[ ]AB  

."��$8: ����0(   )���:z ا��� ���(�.M#"! 	� ا�,�4∆(

2 3z i− =  

  )ط'��� �����0�:(1ط�"�  ا�
�اب :
 z ∈ℂ �,��x∃ ∈ℝ وy∃ ∈ℝ  : ���(z x yi= +  

2 3z i− = �,��2 3x yi i+ − = �,��( )2 3x i y+ − =  

 �,��( )22 2 3x y+ − = �,��( ) ( )2 2 20 2 3x y− + − =   

)اذن #"! 	� ا�,�4 ھ� ا��اa'ة  )C ھ�  :ا��ي&�'# ( )0;2Ω �)	��Cو

3R=  
 �  ط'��� ھ,�?��):(2ط�"
2 3z i− =     : ;`8( )2AA z i=    

3Mاذن:  Az z− =  �,��3AM =  

)اذن #"! 	� ا�,�4 ھ� ا��اa'ة  )C:  ا��ي #'�&ھ� A �)	��C3وR=  

VII.م�#�� �	Q ي��  ���ة و R)1 ����9 �#�د �
  ���ة ��د ���ي Q	� ��#�م .1

!"�#$  
.6��� zم و��,# '�e ����	 دا�	M ي���  J ر20 5� ا�!%� ى ا�

� 	!�ة ا���د ا����ي !%8z�)< !ا� �أ�� :��?�ت ا�&او�( );u OM
� �����

  

argو 8'#& �2 )��'#& z.:
) , و �8� )[ ]arg ; 2z u OM π≡
� �����

.  

8��/' ا�,���$4".:ΑوΒوCو D وEو F ��	 �):أ��� �ا��
:�  ا�� ا�

2Az 2Bzو= i= 2و− 2Cz i= 3Dzو+ i=   

3Ez = 2و − 2Fz i= − +  

  FوEو D وCوΒوΑأf�8 ا�,�4
5� ا�!%� ى ا����ي ��R!�ل ا��!�  ��د 	!�ة �� 	�د 6#  )�?�

 �����  Fzو Ezو DzوCzوBzوAzا*	�اد ا�

  ا�
�اب :

  
[ ]arg 0 2Az π= و[ ]arg 2

2Bz
π π= −   

[ ]arg 2
4Cz
π π= و[ ]arg 2

2Dz
π π=   

[ ]arg 2Ez π π= و[ ]3
arg 2

4Fz
π π=   

   ��7 �2 	!�ة 0ا���د ا����ي  :���9ظ 
�F�
�  

• :��	�  ���ة ��د ح
 6���zم��,# '�e ����	 دا�	 :�,���  

[ ]arg 0 2z z π∗+∈ ⇔ ≡ℝ.  

[ ]arg 2z z π π∗−∈ ⇔ ≡ℝ.  

arg ;z k kπ= ∈ℤ0 أوk z∈ ⇔ =ℝ.  

  ���ة ��د $T	�9 *�ف: •
6���y:�,���,م��,# '�e ������ دا�	  

0y إذا ��ن. )�5ن: ≺ ) [ ]arg 2
2

iy
π π≡  

0y إذا ��ن. )�5ن: ≻ ) [ ]arg 2
2

iy
π π≡ −  

 	*�+:. 6��� z:�,��� ,م��,# '�e ����	 دا�	  
o ( ) [ ]arg arg 2z zπ π− ≡ +  

o [ ]arg arg 2z z π≡ −  

5� �� ���� #6 ا���^ت ا������:��zد 	!�ة ا���د ا����ي $��".:  

1 5z i=          و
2 1z = −.  

3 3z i= 4    و     − 2z =  

  R)1 ����9 �#�د ���ي Q	� ��#�م .2
!"�#$ .6��� zدا�	م, ��,# '�e ����	  
) ا����)� )cos sinz r iθ θ= + ���r z=.و [ ]arg 2zθ π≡ �!%0.

��د ا����ي�� ��R�R# X�Cz  
��د ا����ي:  :���1ل�� ��R�R# X�C ��1د 1 3z i= +.  

 :�,���
22

1 1 3 4 2z = + = =  

1

1 3
1 3 2 2 cos sin

2 2 3 3
z i i i

π π   = + = + = +       

  

��د ا����ي:  :���2ل�� ��R�R# X�C د��
2 1z i= −.  

 :�,���( )22
2 1 1 2z = + − =  
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1

1 1
1 2 2 cos sin

4 42 2
z i i i

π π   = − = − = −  
  

  

)و%8��!� : ا���	�ة ا������ :  )cos cosx x− )و = )sin sinx x− = −  

اذن : 
1 2 cos sin

4 4
z i

π π    = − + −    
    

  

��د ا����ي:  :���3ل�� ��R�R# X�C د��
3

3 1

6 2
z i= − +.  

 :�,���
3

3 1 1 3

36 4 3 3
z = + = =  

3

3 1 3 1 3 3
cos sin

6 2 3 2 2 3 3 3
z i i i

π π   = − + = − + = − +       

  

)و%8��!� : ا���	�ة ا������ :  )cos cosx xπ − = )و − )sin sinx xπ− =  

اذن : 
3

3 3 2 2
cos sin cos sin

3 3 3 3 3 3
z i i

π π π ππ π          = − + − = +          
          

  

��د ا����ي:  :���4ل�� ��R�R# X�C د��
3 1 3z i= − −.  

 :�,���( ) ( )22

3 1 3 4 2z = − + − = =  

3

1 3
1 3 2 2 cos sin

2 2 3 3
z i i i

π π   = − − = − − = − −       

  

)و%8��!� : ا���	�ة ا������ :  )cos cosx xπ + = )و − )sin sinx xπ+ =−  

اذن : 
4

4 4
2 cos sin 2 cos sin

3 3 3 3
z i i

π π π ππ π          = + + + = +          
          

  

 	*�+:.6��� zم��,# '�e ����	 دا�	  
)إذا ��ن )cos sinz r iθ θ= 0r و.+ z ,�5ن: .≺ r=و

[ ]arg 2z θ π≡.  

."��$9: �����  ا������:��د ��R�R# X�C ��� #6 ا*	�اد ا�

1 3 3z i= +,2 2 2z i= − +.  

. 
3

1 3

2 2
z i= − −.,4 6 2z i= −  

  ا�#�9	�ت و ���ة ��د ���ي .3
 	*�+:.6��� zوz′:�,��� ,6�#��,# '�e 6����	 6�د�	  

• ( ) [ ]arg arg arg 2z z z z π′ ′× ≡ +  

• [ ]1
arg arg 2

2
z π  ≡ − 

 
  

• [ ]arg arg arg 2
z

z z
z

π  ′≡ − ′ 
.  

• ( ) [ ]arg arg 2nz n z π≡ ���n6#ℤ  

 :�F�
�6���zوz′ ,6�#��,# '�e 6����	 6�د�	:���(  
( )cos sinz r iθ θ= )و+ )cos sinz r iθ θ′ ′ ′= +;#0r  و.≺

0r′ ≻:�,���,  
• ( ) ( )( )cos sinz r iθ π θ π− = + + +      .  

• ( ) ( )( )cos sinz r iθ θ= − + −.  

• ( ) ( )( )cos sinz z rr iθ θ θ θ′ ′ ′ ′× = + + +       

•  ( ) ( )( )1 1
cos sini

z r
θ θ= − + −  

• ( ) ( )( )cos sin
z r

i
z r

θ θ θ θ′ ′= − + −
′ ′

          

• ( ) ( )( )cos sinn nz r n i nθ θ= +.��� n6#ℤ. 

  ا�#-3  '	. ا�4)1 ا�
��ي و R)1 ����9 �#�د ���ي:��$110".

.6�����1 8��/' ا���د�6 ا� 3z i= 2 و− 1z i= 1و−

2

z
Z

z
=.  

1.  6# ��� ��R�R# X�C 4	1أz2وzوZ.  

2. 
cos	�� ا���� ا�"/'ي BG ا?�,�Z h أ��
12

π وsin
12

π.  

1)1ا�/�'  : 3z i= −     

 :�,���( )2 2

1 3 1 4 2z = + − = =  

3 1
3 2 2 cos sin

2 2 6 6
i i i

π π   − = − = −       

  

)و%8��!� : ا���	�ة ا������ :  )cos cosx x− )و = )sin sinx x− = −  

اذن : 
1 2 cos sin

6 6
z i

π π    = − + −    
    

  

 :�,���( )22
2 1 1 2z = + − =  

2

1 1
1 2 2 cos sin

4 42 2
z i i i

π π   = − = − = −  
  

  

)و%8��!� : ا���	�ة ا������ :  )cos cosx x− )و = )sin sinx x− = −  

اذن : 
2 2 cos sin

4 4
z i

π π    = − + −    
    

  

1

2

2
cos sin 2 cos sin

6 4 6 4 12 122

z
Z i i

z

π π π π π π          = = − + + − + = +          
          

  

2( ( )( )
( ) ( )
3 13 3 3 1 3 1 3 1

1 1 1 2 2 2

i ii i i
Z i

i i i

− +− + − + + −= = = = +
− − +

  

3 1 3 1
2 cos sin

12 12 2 2
Z i i

π π  + −   = + = +    
    

  

 �,��

3 1

2cos
12 2

3 1

2sin
12 2

π

π

 +
  
 = 
  


+
  =  

 

  �,��
3 1

cos
12 2 2

3 1
sin

12 2 2

π

π

 + =  
  


−  =   

  �,��
6 2

cos
12 4

6 2
sin

12 4

π

π

 + =  
  


−  =   

  

VIII.��2	�2
	. و ���ة +�رج ��

  زاو"  �
1.  	*�+  

 6���ΑوΒوCو D �,R# �,R# ي���أ���:(� �F�8 #6 ا�!%� ى ا�
.�  , ���,�:Dz.وCzوzΒوzΑ 	�� ا�� ا�

• ( ) ( )[ ]; arg 2u AB z z πΑ Β≡ −
� ����

.  

• ( ) [ ]; arg 2c A

B A

z z
AB AC

z z
π

 −≡  − 

���� ����
.  

• ( ) [ ]; arg 2D c

B A

z z
AB CD

z z
π

 −≡  − 

���� ����
  

2. �F�
�: 6���ΑوΒوCوD �,R# �.����F�8 #6 ا�!%� ى ا����ي #
  , ���,�:Dz.وCzوzΒوR# zΑ,�,أ���:(�.

� @����	  B-ث �
  ا�
  #%���!�� اذا و 4�5 اذا ��ن:CوΒوΑ �0 ن ا�,�4.

[ ]arg 0 2A c

B c

z z

z z
π

 − ≡ − 

]أو ]arg 2A c

B c

z z

z z
π π

 − ≡ − 
   

� .	�	�
  $�ازي �?
)�� ن ا�!%���!�ن )ΑΒو( )CD .:از��ن اذا و4�5 اذا ��ن �# 

[ ]arg 0 2A B

C D

z z

z z
π

 − ≡ − 
]أو ]arg 2A B

C D

z z

z z
π π

 − ≡ − 
.  
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� .	�	�
?� ���#$  
) �� ن ا�!%���!�ن. )ΑΒو( )CD :6 إذا و4�5 إذا ��ن��#���#  

[ ]arg 2
2

A B

C D

z z

z z

π π
 − ≡ − 

]أو ]arg 2
2

A B

C D

z z

z z

π π
 − ≡ − − 

.  

."��$11:.	
2

  زاو"  �
8��/' ا�,�4. ΑوΒوC:�  ا��� أ���:(� 	�� ا�� ا�� ھ

3 5z iΑ = 3 .و.+ 5z iΒ = 7و− 3Cz i= +. 

2B)�6 أن: )1 C

A C

z z
i

z z

−
=

−
  

Ba�:2BC ا�&او�� و أن  ABC ا�!��Rا?�,�h أن )2 AC=  

) )1:  ا�
�اب )2 4 24 8
2

4 2 4 2
B C

A C

i iz z i
i

z z i i

− +− − −= = =
− − + − +

  

2( ( ) [ ]; arg 2B c

A C

z z
CA CB

z z
π

 −
≡  − 

���� ���� 

( ) ( )[ ]; arg 2 2CA CB i π≡
���� ����

  �,��( ) [ ]; 2
2

CA CB
π π≡

���� ����  

  Ba�:C ا�&او��  5�  ABC ا�!��Rاذن 
2Bو>��8 أن :  C

A C

z z
i

z z

−
=

−
2Bاذن :   C

A C

z z
i

z z

−
=

−
  

2Bاذن :  C

A C

z z

z z

−
=

−
2اذن :  

BC

AC
2BCاذن :  = AC=  

IX. : ت��	�:$ �5��
��"� �. اWزاح  و ا�� �	�#
  و ا��وران ا�
2
T   �2ا�)
�'  ا�#��"  �Xزاح    - 1

� �
ا�

�
u   

 ( ) = '
u
t M M� ⇔ ='MM u

������
�

  
                       ⇔ − ='M M u

z z z �      
                    ⇔ = +'M M u

z z z �  

  = +'M M u
z z z   0%!� ا����)� ا������ �iزا�� �

��#� #!,BE    ���ل:   �# B��5� ا�!%� ى ا����ي ا�!,% ب إ�� #

( ); ,
� �

O i j   4�,ا� '/��8A   وB  وC  �ا��� أ���:(� 	�� ا�� ا�� ھ

:  7 3 ; 3 5 ; 3 5= + = − = +C B Az i z i z i 6و���z  �F�,ا� ���M

ذات ا�!�")�  j�(Tزا��  JM رة ا�,�F�  M′��� ا�,�F�  z′و 
�
u  �)��� �4ا�� 2− i  
4)�6 أن :  .1 2′ = + −z z i  �!%0و�زا�i� �����  ا����)� ا�
2.  �F�,���0 أن ا�C �F�,رة ا� J �   j�(Tزا��  Aھ
3.  �F�,د ��� ا���′B �F�,رة ا� JB  �زا�j�(T  

) )1: ا�
�اب  ) = 'T M M ⇔ ='MM u
������

�

  
 ⇔ − ='M M u

z z z � ⇔ = +'M M u
z z z �     

⇔  ′ = +
u

z z z � ⇔4 2′ = + −z z i  

8� ض )2z 3ب 5= +Az i  : �",53 5 4 2′ = + + −z i i  

 ⇔7 3′ = + = Cz i z 2,#و C �F�,رة ا� J �)�jزا��  Aھ

T  
8� ض  )3z 3ب 5= −Bz i  : �",53 5 4 2′ = − + −z i i  

 ⇔7 7 ′′ = − = Bz i z 2,#و  �F�,ا� ���′B   7ھ 7′ = −Bz i  

 2-    �5��
9�  "��  kو�?�
\  Ωا�]ي ��Z5ه : hا�)
�'  ا�#

 ( ) ( )Ω =; '
k

h M M ⇔ Ω = Ω'M k M
����� �����

  

                       ⇔ ( )Ω Ω− = −'M M
z z k z z      

                    ⇔ ( )1Ω= + −'M M
z kz z k  

 ( )1Ω= + −'M M
z kz z k �5��
9�  "��  $?�[  ا�)
�'  ا�#

  
   

  
8��/'   ���ل:     �)ا��ي #'�&ه   hا����� )3; 2Ω   k=4و%8/�2  −

 JM رة ا�,�F�  M′��� ا�,�F�  z′و ���M ا�,�F�  zو���6
 �������(h وF�,ا� '/��8�   A  �)��� �3ا�� 5= +Az i  

4)�6 أن :  .1 9 6′ = − +z z i  �!%0و������� �����  ا����)� ا�
2.  �F�,د ��� ا���′A �F�,رة ا� JA  �������(h  

))1:  ا�
�اب ) ( )Ω =; '
k

h M M ⇔ Ω = Ω'M k M
����� �����

  

                       ⇔ ( )Ω Ω− = −'M Mz z k z z      

                    ⇔ ( )1Ω= + −'M Mz kz z k  
 ( )1Ω= + −'M M

z kz z k⇔ ( )4 1 4Ω′ = + −z z z  
⇔( )4 3 3 2′ = − −z z i⇔4 9 6′ = − +z z i  

 α وزاو"
\ Ω ا�]ي ��Z5ه r ا�)
�'  ا�#��"  ��9وران  -3
 ( ) = 'M M

r z z ⇔ ( )α
Ω Ω= − +'

i

M Mz e z z z  
  αوزاو"
\  Ωا�]ي ��Z5ه   r$?�[ ا�)
�'  ا�#��"  ��9وران و
��#� #!,BE    ���ل:   �# B��5� ا�!%� ى ا����ي ا�!,% ب إ�� #

'C�/#و( ); ,
� �

O i jF�,ا� '/��86��   A   وB  �	�� ا�� ا��  ���(!�ا��

: �4  ھ 8 ; 7 2= + = +B Az i z i 6و���z  �F�,ا� ���M و′z  ���

 �F�,ا�′M  �F�,رة ا� JM  وران���( r   هZ5�� ا�]يB 

 \
وزاو"
2

π
  

4)�6 أن :  .1 12′ = + +z iz i  �!%0و �����  r ���وران ا����)� ا�
2.  �F�,6 أن ��� ا��(C �F�,رة ا� JA  وران���( r   ھ�

10 11= +Cz i  

))1:  ا�
�اب ) = 'r M M ⇔ ( )α= − +'
i
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