
  

     Soit  n  un entier de *
ℕ   

 Partie  ( )A   On considère la fonction ng  définie 
    par : ( ) 2 lnng x x n n x= − +   

1) a)  calculer les limites  
     ( )lim n

x
g x

→+∞
 ;  ( )

0
0

lim n
x

x

g x
→
>

 

         b)  calculer la dérivée ( )
ng x
/ et dresser  

  le tableau de variations de ng   
   2)  a) montrer que  ( ) 0ng x = admet une 
  unique solution notée nα et 1 n eα≤ <  puis  
  déterminer 1α  

         b)  en déduire le signe de ( )
ng x  

   3) a)  vérifier que  ( )1 1 lnn n ng α α+ = − +   
  en déduire que ( )n nα est croissante   
        b)  montrer que : 
  ( )

2
* 1

1 ln n

e
n

n n
α∀ ∈ ≤ − ≤ℕ   puis déduire 

 La  limite de ( )n nα   

 Partie  ( )B   Soit  nf  la fonction définie par : 
     ( )

ln
n

x
f x x n n

x
= − −   

    1)  a)  calculer les limites 
      ( )lim n

x
f x

→+∞
  ;   ( )

0
0

lim n
x

x

f x
→
>

  

           b) montrer que la droite ( )n y x n∆ = −  est 
  une asymptote à la courbe ( )nC   

   2)  étudier le sens de variation de nf  et donner 
   le tableau de variations   
   3)  on pose  ( )

ln
1

x
h x

x
= +   

  a)  étudier les variations de h  puis montrer que  

( ) 0h x = admet une seule solution β  et 1 1
e

β≤ ≤  
   b)  montrer que  ( ) ( )*

nn f β β∀ ∈ =ℕ   

  c)  étudier la position des courbes  ( )nC  et  ( )1nC +   

  4)  tracer dans un même repère les courbes 
      ( ) ( )2 1;C C  ( on prend  2 1,25α ≃  ;  
                    ( )2 2 1,2f α −≃   et 0,57β ≃  )  
 Partie ( )C   

   1) montrer que  β  est l’unique solution de 
      l’équation xe x− =   

   2)  on considère la suite  ( )n nU  telle que : 
              0 1U =  et  1

nU

nU e−
+ =   

 a)  montrer que  ( ) 1 1nn U
e

∀ ∈ ≤ ≤ℕ   

 b)  montrer que ( )
1

1
e

n nn U e Uβ β
−

+∀ ∈ − ≤ −ℕ   

 c) en déduire que ( )n nU est convergente  
  et déterminer sa limite   

 
Soit  a  un réel de *+

ℝ  . on considère la suite  

0

1k n

n
k

U
a k

=

=
=

+∑   et on pose ( ) ( )= +lnf x x a   

 1)  soit k  un élément de { }−0,1,...., 1n  
  En utilisant le théorème des accroissement finis  

Montrer que :  
 ( ) ( )≤ + − ≤
+ + +

1 1
1

1
f k f k

a k a k
   

 2)  prouver que : 
 ( )

     ∀ ∈ + ≤ ≤ + +      
ℕ
* 1
ln 1 ln 1n

n n
n U

a a a
  

       3)  en déduire les limites 
→+∞
lim n
n
U   et  

→+∞
lim
n

U

n
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