Talamidi.com gigo (o «alall lam J1aai ai

1BSM F Produit scalaire A.KARMIM

PRODUIT SCALAIRE DANS v,
Etude analytique

|) BASE ET REPERE ORTHONORMES

Définitions :

Soit B(1,]) une base de V,.

e Labase j est dite orthogonale si 7.] = 0
e Labase B est dite norméesi||7]| =] =1
e Une base orthogonale et normée s’appelle une base orthonormée.

Soit R(0,1,)) un repére du plan (P)

e Ondit que le repére R est orthonormé si la base B (7, )) associé a R est orthonormée.

/1) EXPRESSION ANALYTIQUE DU PRODUIT SCALAIRE.

!

X —
Soit B(1,]) une base orthonormée de V,. et U (y) etu' (;,) deux vecteursde V, ;ona:

J et u'=x"T+y'J
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Td = @T+y)).(XT+y'])

=xx'C+xy Lj+yx' J. i+yy J? d’apres la bilinéarité du produit scalaire.
=xx"+yy' B(1,)) estune base orthonormée

Propriété :

!

s , S . - (X —(x
L’espace V, est rapporté a une base orthonormée B (7, ). Soient i (y) etu’ (y’) deux vecteursde V, ona:

o W= xx' +yy'
o lull =x*+y?

e Ulu oxx'+yy' =0

Si A(xa, ya) et B(x, yp) alors AB = [|AB|| = \/(xs — x4)? + (75 — ¥a)°

Exercice :

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé R(0, 1, ).

Considérons la droite (D):2x —y + 1 = 0 et N un point sur la droite (D) d’abscisse a.
1- Déterminer les coordonnées de N.
2- Déterminer la distance ON.

3- Déterminer pour quelle valeur de a la distance ON est minimale.

I11) PRODUIT SCALRE ET LIGNES TRIGONOMETRIQUES.

1) L’expression de cos :

- SR EC N o'
L’espace V, est rapporté a une base orthonormée B(Z, ). Soient i (y) etv (y') deux vecteursde 1V, ona:

1
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U.v= xx'+yy' = |[dllll¥]lcos(d, V)

xx'+yy'

Par suite : cos(u, v) = Nee e

2) L’expression de sin :

L’espace V, est rapporté a une base orthonormée B(Z,))

(X P
Soient u (y) et a la mesure da I'angle polaire (T, u)

Puisque ?((1)) alors: U.T7 = x et puisque j((l)) alors

- -
uj=y
d’autre part : U.7 = ||u]|cosa

- > — s
Uu.j = ||ul|cos e a) =y

= ||u]|sina - - - - |
x =U.1=||ul|cosa
On peut conclure que : N . -14
y =u.j = ||ul|sina
Et par suite : Uu=x1+yjJ=|ullcosal+ |ul|sinaj -
= |[u]l(cosa T+ sina j)
Cette écriture s’appelle I'écriture trigonométrique du vecteur 1.
(X . 5=, —, — N ==
Soit U (y) et a la mesure da I'angle polaire (I,u) et W le vecteur tel que : ||W|| = ||u]| et (u,w = g [27]
D’aprés I'écriture trigonométrique du vecteur won a:
— —s T - — . T -
w = ||W|| cos (E + a) L+ |[W]|sin (E + a) J
= —|lull sina T + ||ul|cosa . (car : [lw]l = [lll)
=—yi+xj
Par suite W (—y)
X
D’oU on peut conclure que: v.W = —x'y + xy’ etona: v.w = ||7]|||W]|cos (% - 9) = ||u||||¥||sind

ou: (u,v) = 6 [2n]

xy'—xry _ det(uU,p)
i izl

Ce qui nous permet de confirmer que : ||i]|||V]|sind = —x'y + xy’ et donc : sinf =

Théoréme :

- e (X (X'
L’espace V, est rapporté a une base orthonormée ,B(L,f) ; Soient u (y) et v (y')'

uv xx'+yy' 32, det(u,9) xy'—xry

cos(d,v) = R = i e et sin(u,v) = T = T s
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Application : Déterminer la mesure principale de I'angle définie par : U (_31) et U (_12)

IV) DISTANCE D’UN POINT PAR RAPPORT A UNE DROITE.

1) Vecteur normal sur une droite.
Définition :

Soit D (47 la droite passante par 4 et de vecteur

directeur u ; tout vecteur 7 non nul et orthogonal
a U s’appelle un vecteur normal sur la droite (D).

Remarque :

e Si 7 est normal sur une droite (D) ; Tout
vecteur non nul colinéaire avec 7 est aussi
normal sur la droite (D).

e Si(D):ax + by + c = 0 est une droite dans le

plan alors U (_ab) est un vecteur directeur de

) S (a . .
la droite (D), | vecteur 1 (b) est non nul et orthogonal a U donc normal sur la droite (D).

2) Equation d’une droite définie par un point donné et un vecteur normal.

. . s — a . . . . -
Soient A(x,, y4) un point donné, et v (b) un vecteur non nul. Soit (D) la droite qui passe par 4 et qui admet ¥ comme

vecteur normal.
M(x,y) € (D) & AM.% =0
X — Xy a _
< (y—yA)'(b) =0
Salx—x)+b(y—y) =0
& ax + by — (ax, +by,) =0

Propriété :

—/a . . . -
Soient A(x,,y,4) un point donné, et v (b) un vecteur non nul. La (D) la droite qui passe par A et qui admet v

comme vecteur normal a une équation cartésienne de la forme :(D):a(x —x,) + b(y —y4) =0

Exercice :
Considérons le triangle ABC ou (2,1), B(5,0) et C(7,6)
1- a) Montrer que le triangle ABC est rectangle en B.
b) En déduire les coordonnées du point ( le centre du cercle circonscrit au triangle ABC
2) Déterminer les coordonnées du point G centre de gravité de ABC.
3) Déterminer les coordonnées du point H, orthocentre du triangle ABC.

4) Vérifier que les points ), G et H sont alignés

3) Distance d’un point par rapport a une droite.
Définition :

Soient (D) une droite et My un point dans le plan. La distance du point M, a la droite (D) est la distance MyH
ol H est la projection orthogonal de M, sur (D).

w
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On la note : d(M,, (D))

Remarque
La distance d’un point M, a une droite (D) est la plus petite distance de M a un point M de (D)
d(M,, (D)) = min MoM

Preuve :

Soit la droite (D): ax + by + ¢ = 0 et My(x9,¥0) ;

Soit H la projection orthogonale de M, sur (D), 7 (Cbl) est normal sur (D). On a pour tout point A(xy4, y4) de la droite

(D):

MyA.7 = (MoH + HA). 7

= MyH.7i + HA. 7

= MoH.‘r_l)

On conclue que |MoH.7| = |MyA.7| par suite

MoH X ||7i]| = |MoA. 7]

|Mo AT

Et finalement : MyH = Al

En passant a I'expression analytique :

(a — (Xa — Xo o _ latxa=x0)+b(ya—yo)l
n (b) et MyA (J’A _ }’o) par suite : MyH = TET

laxa+bya—axo—byol
= Ae (D)= ax,+ by, =—c
VaTio? (D) & axa + by,
— |—c—axo—byy|
va2+b?
__ laxg+byy+c|

T JaZ+p?

Théoréeme :

Soient (D): ax + by + ¢ = 0 une droite et My(xq, o) un point dans le plan. La distance du point M, a la droite

| _ g  laxotbyotel
(D) est: d(M(), (D)) =MoH = a2+ b2

Exercice :

Considérons la parabole d’équation : (P): y = x” et la droite (D):y = x — 1
1- Tracer la droite (D) et la parabole (P).
2- Soit N, un point d’abscisse a et varie sur la parabole (P)
a) Déterminer en fonction de « la distance d(Na, (D)).

b) Pour quelle valeur de «a la distance d(Na, (D)) est minimale.
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V) L’INTERPRETATION ANALYTIQUE DE L'INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ

Rappelle :

L'inégalité de Cauchy-Schwarz

e Pourtoutvecteurs et ¥ ona:u.v < |u.v| < ||[ullll?].
o ['égalité est vérifiée si et seulement si U et ¥ sont colinéaires.

L’inégalité triangulaire.

e Pourtoutvecteurs et ¥ ona:|u+ v < Ul + ||17].
e I'égalité est vérifié si i et ¥ sont colinéaires et de méme sens.

Propriétés :

L’espace vectoriel V, est muni d’une base B(Z,)) orthonormée.

x A
Soient U (y) et v (;,) ona:

» L'inégalité de Cauchy-Schwarz

W% < 3| < I3l < xx' +yy < |xx’ +yy'| < /a2 +y2 x [x? + y72

» Linégalité triangulaire.

1+ 1l < IEl + 151l &/ (x + x)% + (v + y)? < a2 +y2 +x2 + 2






