
 ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                                                         1ص          
 
 

  

  

  

  

  

   الدوراندرس  في   8مذكرة رقم

  : ا��رسا�ھ�اف ا���رات ا���
��ة ��  
  

 
 
 
 
 
 

 
I. �� !ا��وران و ا��وران ا� 

    ����Ω  و �	
����60 �� ا����
ى ا��
3

πα = =  Bو   Aو����   °

�	
  ������  �� ا����
ى ا��

��� :   ′Aأر�� ا����� �

( ) [ ], 2
6

A A

A A
π π

′Ω = Ω

 ′Ω Ω ≡

���� ����

ل   ��A′    رة
ھ!  

A  وران$�%�r  ا�+ي �()'هΩ   ��,زاوα  
��/. ا��(,�� �(�� B′    رة
 B  وران$�%�r  ا�+ي �()'هΩ   ��,زاو

α 
  ا��وران)&!�%$ 1

 ����Ω  و �	
  2$دا ����α %����0 �� ا����
ى ا��

,5 4! ا����
ى ا�+ي ,(�α  3زاو,��   Ωا�$وران ا�+ي �()'ه  �ھ
 ا��

 ���� 5(M ��%����M �� ا����
ى   ا��6(�4 )%��%�!  ′
�%�(�' αزاو,��   �Ω(�' �7$وران ا�+ي �()'ه  ( );r αΩ أوr   إذا

   �� ,�� ھ�%ك ا��;%س

( )r M M M =�(أ :  =′ �%�$وران  Mھ!  
رة  ′r  

Mإذا )%ن  • = Ω   4%نM ′ = Ω  

Mإذا )%ن  • ≠ Ω     4%ن
( ) [ ], 2

M M

M M α π

′Ω = Ω

 ′Ω Ω ≡

����� ������  

 ا��وران ا�! �� ��وران)2
$%�!&    ����    :Ω  و �	
  2$دا ����α %����0 �� ا����
ى ا��

)ا�$وران  );r αΩ ,��< ا�$وران ا�α−  !��6زاو,��   Ωا�+ي �()'ه  −

)�7$وران  );r αΩ  ا�+ي �()'هΩ   ��,زاوα  

�%�(�'  rا�$وران ا���6! �$وران  • �� '�),1r −  
•  ���� 5��M  : %�,$�  ى
 �� ا����
 ( )r M M ′=  ⇔( )1r M M− ′ = 

II.:ت��(�) 
������  �� ا����
ى   Bو  Aإذا )%�? :: ا�0/�ظ 
-, ا����+* 1(�)�*

Aو  Bو  ′ 
ر=!  ′ A  وB    : وران 4%ن$�72< ا��
ا�! 
AB A B′ ′=  


ل ا�$وران ,�%4@ 72< ا����4%��  
*�(�)2  : ����r   ��,دورا�% زاوα ?�%( إذا.A Bو  ′ 
ر=!   ′ 

 ���/7�B�  ������A  وB    وران$�%� 72r< ا��
ا�! 
) 4%ن :  ) [ ], 2AB A B α π′ ′ ≡

���� ������
  

�$,$ زاو,� دوران ا��CD% �� ������   �-10ظ*:= �� �� %Bھ+ه ا� %����=
%�E�=ر
  �7�B/��� و 

�%��&1:ABC  !4 �,ا�'او �F%Cو ��C%�7 ���%وي ا��G�A : ����

( ) [ ], 2
2

AB AC
π π≡

���� ����  

]���HI ا���O  �6و����  ]BC  

1.  �7G�رة ا�
  JKأ�ABC  وران$�%�r  ا�+ي �()'هA ��,وزاو
2

π     

2.  �7G�رة ا�
  JKأ�ABC وران$�%� r′  ا�+ي �()'هO  ��,وزاو
2

π−     

: ��
) )1أ	 )r A A=  نLA : ا�$وران '()� r  

)و )r B C=  : نL
( ) [ ], 2

2

AB AC

AB AC
π π

=

 ≡

���� ����
  

)و )r B C′= �7G�رة ا�
�%�$وران ABCو���  r
  ′ACC ا���7G : ھ

1( ( )r A C′ )و = )r B A′ )و = )r C C′ ′′=  

�7G�رة ا�
�%�$وران ABCو���  r: �7G�ا� 
  ′′ACC ھ

  
�%��&2:ABC  ��G7G� �	ر%M JK��   %G7G�ABD    وACE ,و%��� !

  Aا��%��C وF%C�! ا�'او,� 4! 
��� أن :  .1BE CD=  
��� أن :  .2( ) ( )BE CD⊥ 

  ا��1اب:
    

ا�+ي �()'ه  �6�r;( ا�$وران 

A  ��,وزاو
2

π     

 : %�,$�
( ) [ ], 2

2

AD AB

AD AB
π π

=

 ≡

���� ����
 

)و��� :  )r D B=�  

و�$,�% : 
( ) [ ], 2

2

AC AE

AC AE
π π

=

 ≡

����
)و��� :   )r C E=�  

BE و��% أن ا�$وران ,�%4@ 72< ا���%�4 4%ن : �و���  CD=  
2 : %�,$� (( )r D B=�  و( )r C E=�: اذن  

( ),
2

CD EB
π≡

���� )وھ+ا ,�6! أن :  ���� ) ( )BE CD⊥  

  ��دة ا�������ت             أ�7د%��* ا��5* ا��3�4*   

                                ���:* و�9ة            
  
  

  ا���
1ى : ا�و�, :�ك 
-1م &��%;�*
���� ����	
  ا��
�ذ : 

  8��آ�ة ر��/   
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  : ا�0/�ظ 
-, ��3س زاو%* �591* 3(�)�*  
 ����A  وB وC  وD  ����3��A  �� ا����
ى  B≠  وC D≠  

Aو  Bو  ′ Cو  ′ Dو  ′ 
رھ% 72< ا��
ا�! �$وران �$,�%  :  ′ 

( ) ( )[ ], , 2AB CD A B C D π′ ′ ′ ′≡
���� ���� ������ �����  


ل ا�$وران ,��C >72 @4%%س ا�'وا,%��  

�%��&3:ABC  �E	
��� ا���%س ا�(��F! �7'او,� ا��� �7G�( ),AB AC
���� ����

 

.  O	
�  
 �7G�رج ا�%M JK��ABC   ��6�   ACFGو    ABDEا��(

زاو,�  و  Aا�+ي �()'ه  rا�$وران  ��6;(  
2

π  

)0$د )1 )r E     و( )r C 2(  : أن ���( ) ( )[ ], , 2CA CE GA GB π≡
���� ���� ���� ����

  

  

1(  : %�,$�
( ) [ ], 2

2

AE AB

AE AB
π π

=

 ≡

���� ����
و��� :   

( )r E B=�  

     : %�,$�
( ) [ ], 2

2

AC AG

AC AG
π π

=

 ≡

���� ����
و��� :  

( )r C G=�  

)و�$,�%:  )r A A=�  نLA  ا�$وران '()�

: r  
 4%ن : �C >72%س ا�'وا,%و��% أن ا�$وران ,�%4@  �و �و���  )2

( ) ( )[ ], , 2CA CE GA GB π≡
���� ���� ���� ����

  

  : ا�0/�ظ 
-, ا���9@ 4(�)�*
  ����G   ����'��ا������� ا� Q	)�( );A α    و( );B β    

A إذا )%�? Bو  ′ Gو ′ 
ر ′ A وB  وG  وران$� 72r< ا��
ا�! 
4G%ن : )ھ! �(	Q ا������� ا���'����   ′ );A α′    و( );B β′    

  ,����% =6��� ھ+ه ا�)� >72  �� %B	DT Qث أو أر�R ��3. �-10ظ*: 
$A

�ج : ا�0/�ظ 
-, ا����
  ا�

  ����I  �6ا��� HI���[ ]AB  

Aإذا )%�?  Bو  ′ Iو ′ 
ر ′ A وB  وI  وران$�  72< ا��
ا�! 

4I%ن :  ]� ھ! ���HI ا���6 ′ ]A B′ ′  

*�(�)5 ��
5�
� *����
  : ا�0/�ظ 
-, �!��C ا�
 ����A Bو  ′ Cو ′ 
ر ′ A وB  وC 2  وران$�  7< ا��
ا�! 

ACإذا )%ن :  k AB=
����� ����

  ��0k : 2$د ���0! 4%ن A C k A B′ ′ ′ ′=
������ ������

  
�%��&4:ABCD  ه'()� R�)�O  : ����( ) [ ], 2

2
OA OB

π π≡
���� ����   

��� :   Jو  Iو �����1%ن �� ا����
ى 

4
AI AB=
��� ����

1و  

4
BJ BC=
���� ����

  

زاو,�  و  Oا�+ي �()'ه  ا�$وران  rو����  
2

π  

���OIأن :   OJ=  : وأن( ) ( )OI OJ⊥  

  ا��1اب :
),�/! أن �;�� أن :  )r I J=؟؟؟؟  

: RV� ( )r I I ′=  

 : %�,$�
( ) [ ], 2

2

OA OB

OA OB
π π

=

 ≡

���� ����
و��� :   

( )r A B=  

1و�$,�% : 

4
AI AB=
��� 1اذن:  ����

4
BI BC′ =
���� ����

Lن ا�$وران : ا��/%ظ 72<  �

���EX�� ���%6%�5 ا����  
1و��76 أن : 

4
BJ BC=
���� ����

�  

Y�����BI أن :  �و���  BJ′ =
���� ����

Iأي  J′ )أي  = )r I J=  

 : !�%��%�و

( ) [ ], 2
2

OI OJ

OI OJ
π π

=

 ≡

��� ����
  

�%��&5:ABC  �,ا�'او �F%C �7G�A   : ���;4 ��C%و���%وي ا��

( ) [ ], 2
2

AB AC
π π≡

���� ]���HI ا���O  �6و  �� ]BC     

��� :  Dو����  �2

3
AD AB=
���� ��� :  Eو����  �����2

3
CE CA=
���� ����  

�%�2;%ر ا�$وران r ا�+ي �()'هO   ��,وزاو
2

π    �7G�أن ا� ���ODE  

 !4 ��C%ا�'او,� و���%وي ا�� �F%CO  

اب :Xأن �;�� أن :  ا� !/�,

( )r E D=؟؟؟؟  

: RV� ( )r E E′=  

 : %�,$�
( ) [ ], 2

2

OA OC

OC OA
π π

=

 ≡

���� ����
و��� :   

( )r C A=�  

 $,�% :و�

( ) [ ], 2
2

OA OB

OA OB
π π

=

 ≡

���� ����
و��� :   

( )r A B=�  

2و�$,�% : 

3
CE CA=
����   :�X$ أن �و �و�اذن �� � ����

 2

3
AE AB′ =
����� ���� ����EX�� ���%4@ 72< �6%�5 ا���%�  Lن ا�$وران : ,

2و��76 أن : 

3
AD AB=
���� ����

�  

Y�����AE أن :  �و���  AD′ =
����� ����

Eأي  D′ )أي  = )r E D=  

 : !�%��%�و

( ) [ ], 2
2

OE OD

OE OD
π π

=

 ≡

���� ����
�F%C ا�'او,�   ODEأن ا���7G   ,�6! ان : 

 !4 ��C%و���%وي ا��O  
III.!: ل :�وران)1ر� Eا� F: 

 ����r  دورا�% وA  وB   وO  وA Bو  ′ Oو ′ ′   �� %���
���� : ا����
ى ( )r A A )و     =′ )r B B )و =′ )r O O ′=   

 : *�(�)  

رة ا�������  � ( )AB    وران$�%�r  ������ھ! ا�( )A B′ ′  


رة ا����6  � [ ]AB    وران$�%�r  ������ھ! ا�[ ]A B′ ′  


رة ا�$اF(ة  � ( );C O R   %ا��! �()'ھO  %E2%6[وR   وران$�%�r 

)ة ا�$اF(ھ!  );C O R′ Oا��! �()'ھ%  ′ ′  %E2%6[وR    


�ج�
  ا�

رة �HI ا������� � [ )AB  وران$�%�r  !ھHI�  ������ا�[ )A B′ ′  

�%�$وران    
ر=% �������� �   �,$�%6��r %ن ��6%�$ان�% ������ھ  

ر=% �������� ��
از,��   �%�$وران   � r از,%ن
 ھ�% ������%ن ��
)=���! إ�< =�%ط�����  R���   Mإذا )%�? ����  � )D و ( 
رة 4%ن  ∆( 

M  وران$�%�r  !ر=!���� ھ
   Rط%�= 
)ا���������   )D  و( �%�$وران  ∆(r.  
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  �%��&6:ABCD  ه'()�  R�)�O : ����( ) [ ], 2
2

OA OB
π π≡

���� ����
)و   )D 


ازي ا������� , ������( )BD  R��, و( )AD  !4M    و( )AB 

  !4N  

زاو,�  و  Oا�+ي �()'ه  ا�$وران  rو����  
2

π
  


ر=! ا�������  Fو E ��6;( ا�������  M  وN  وران$�%�r 
  72< ا ��
ا�!.

)أر�� ا�5�K و ��� أن :  .1 ) ( )EF MN⊥ 

)0$د  
رة ا�������  .2 )BD وران$�%�r  

��� أن : أ) .3DN FA=    (أن : ب ���( ) ( )EF AC� 
 

: ��
	L1 ا( : %�,$�
( )r M E=�   و

( )r N F=�  

 �����Y أن : �و��� 

( ) [ ], 2
2

MN EF
π π≡

����� ����
أي أن : 

( ) ( )EF MN⊥  


رة ا�������  )2 

( )BD وران$�%�r؟؟؟  

 : %�,$�
( ) [ ]

0 0

0 , 2
2

B C

B OC
π π

=

 ≡

��� ����
اذن :  

( )r B C=�  

و�$,�% : 
( ) [ ]

0 0

, 2
2

D A

OD OA
π π

=

 ≡

���� ����
)اذن :   )r D A=�  

)�����Y أن:  �و���   )( ) ( )r BD AC=  

DNأ) )3 FA=؟؟؟  
) و�$,�% : )r D A=�    و( )r N F=�  

DNاذن :   FA= �4%��4@ 72< ا�%�  Lن : ا�$وران ,
);�� أن : ب)� ) ( )EF AC�:  

: %�,$� ( ) ( )MN BD�: %�,$� ��6%ت و�ا� O�0  

)و )( ) ( )r BD AC=  و( )( ) ( )r MN EF=  

) و��% أن : ا�$وران ,�%4@ 72< ا��
ازي 4%ن : ) ( )EF AC�   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
G0;-� �%ر��&  

�%��&1:ABCD  : ���� R�)�( ) [ ], 2
2

AB AD
π π≡

���� ����
  

)و  Aا�+ي �()'ه  0r$د زاو,� ا�$وران  .1 )r D B=  

)و  Cا�+ي �()'ه   ′0r$د زاو,� ا�$وران  .2 )r D B′ = 

�%��&2:ABC �7 ���%وG�: ����  ي اD_Lع 

( ) [ ], 2
3

AB AC
π π≡ −

���� ����
  


ل  Bا�+ي �()'ه  01r$د زاو,� ا�$وران  .1�  Cإ�<  Aو ,


ل ا�+ي  02r$د �()' و زاو,�  ا�$وران  .2�,A  >إ�B  وB  >إ�C.  

�%��&3:ADEF  : ���� R�)�( ) [ ], 2
2

AD AF
π π≡

���� ����
  

  �7G�ا� �	ر%M JK��CED  �7 ���%وG��7 ا�Mع  و داD_Lي اBEF 
  ���%وي اD_Lع

زاو,�  و  Eا�+ي �()'ه  rا�$وران  ��6;(   .1
3

π
  

��� أن : ( )r F B=     و( )r D C=  

2.  ����1A    : ����)ا�����  )1r A A=  

a(   �7G�أن ا� ���1AEA    عD_Lوي ا%���  

b(    : 3أن ا��� ���1A  وD    وF ��������  

c(    : 3أن ا���  Yا����A  وB    وC ��������  
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