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 71    ا
������ن و��ا�� ��دة ا

��ت���
  ��)��� ا

�ر�� �73

	>! ا;و
: �9 ��8 ا��  

  
!3+n M�P;ا *��+�
  ا

!3+n !�(�	(^م ا��+
  اuداب وا
  

!��H رات�3�Hا  
  

 �"����' d3��	"ا� m1� د��
�! ا � ��"���.) 9! ا>��
�ا���و� "��  ��ا,داب وا����م ا�����
� 3< :�2 ا�"����ر#����Bوا� Hا و� >�
  .?� ا���

  

 ��<ه�9إن 3@9
� و�43رات Y9ه�4 �< ا���"�! #�"=� أن #
����ا 3< اآ
��ب ��3رف ر#�&
� أو ا�� ا�)را:�ت ا����3�'�
�� Hإ� �?�&��"? ،�� ?� e	وف �) �5@3�+�)�3ج ?� ا�;��ة ا����

�a ا��4< ذات ا�/�'a ا����� ?]ن ا�./�>�ت آ�ن ا�� ���ت �9
"	 ����3 &	ور#� ����ر:&�#	�
�49+��3 >3 	�B�41 ?� آe�9 y;"�ا������ أ a'�/ذات ا�.  

  

 !���
� و�ع ا�� ها ا���
�ى *) �3رس ?� �ع ا,داب وا����م ا������وإذا آ�ن ��9
� و�9�� وA�"* �3 >)ة أ��/� >)د#� وه�):�� ووLe ا ��� 3< ا���1ه�! ا�	#�&<���3 a3 �3�

Uت وأ������، ?]ن 9)ر#m ا�	#�&��ت  �أدوات و9.�<��
3 �5��3 �I �? �&�#	ه�ن ا�	3< ا�"

����'>�
� 3< ه�9�< ا���"���Bوا� Hا و� >�  ���S�9 �4�S�#و ���
#�"=� أن #(�ن �3
�"�ت ا�

�s��#'�41 '����� '�4 وe�9 ��3+ت a�:�
 .  
  

�< ر#m ا�	#�&��ت إن 9)
9�4�< ا���"' A� ر ا ه)اف ا��;)دة�"
�< ا+>�' GK# أن �="�#
 وإ49����3! �3@
�! ا����Bي، و�3
�"�ت ا���

)ر#m هW ا���دة '��� �� ا���3#�'	
��4ت ا���
��'

�� وا���4ر#���ر ا��&���ت ا����:"� . ا���	?
Gوا��&�ح وا �U��"ا� �G�9 �="�# A�[? A�و>�

  .� H�< (<��9 اآ
��'4! �����رف ا��)#)ة وا�.)رات ا���
S	ة �4�3 '��� 3."�لا�
  

�، وذ�S� 2	ا ��G ��� ?� ا�"	اd3 ا��)#)ة ��	#�&��ت 'Kه���y ا داة ا�����9�3SI (.�
��رات ا��;)دة 
G+�4ت وا��

�L ا����+ت وا>
"�را ��M3 �? A�
;9 y;"�ي أ��)ور ا�

 ��'	
�� ��Uق ا���B����'�� ��>@م وا�
�ا�B#(;ت ا���������
. وا�
��#<، ?� ��3ل ا:
���ل ا�
�3� وا�"	ا�! ا���)�3� ?� ا�;�:�ب و>��A ?]ن 	"�� �� أو ا�.�'��ا:
���ل ا,�� ا�;�:"� ا����

� ا��
�?	ة ?� ا��Y:��ت أ3	 #�"=� 9����A وا+ه
��م 'A، آ�� #�"=� �وا دوات ا�����9�3
@

���ل هW ا دوات ا�;	ص >�H إآ��ب ا�:�' ���Mا� ���ت ا�^	ور#�.
 ا��3) H�< (�ا�
Kآ

�1 �4W ا دوات، ا و��#�ت ?� ا������ت، ا:
���ل ا��@m3، إد�Gل ا���/��ت، �eا�� Fا����
،���، ا:
���ل ا�"	ا�! ا�	#�&/��' d3ا	' �h���  (... �? ،c5�:دة ا��(�
وا:
=@ل ا�.�>�ت ا��


�*)ر ا���3ن، وا+$�:Y���' ت���a3 Q 3)ر:� �3دة ا�>@3��
  .=�ل '
  

���G �#���' HS;9 أن �="�# �� >�H ا�
�ا�� ر#�&���
� *)رة ا��?A���9 �4 3< . إن ��9
 �13�)ة و13	دات ��3:" @�� @��
�3 �� ووا&;���: �=�' ��'�
�	 >< أ?��رW $�1#� وآ"�
ا�

�	ات و#�	ح و#�&s ا��(/�;�ت=
� و#
	�! ر#�&��  �3"	ة؛ ?��	ف ا����	 ا�	#�&'��
وا�
� ا:
)+ل ر#�&� '��� 3."�ل؛ و�����4 �43رات Iا	3 L�
M3 ر	ض و#"	و#� ��K�3 ]�
� 3	ض و?� ��' ��� درا:
A ا����'�
 3< ا+�)�3ج '��� إ#��'� ?� ا���
�a و3 >3���
��9< ا�

  .أ�I< ا�S	وف
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 72     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

!P�m رات�3�Hا  
  

�32
    ا
  

  ا
 >J ZS$ �3�دئ. 1
  

� ?� إن ا�� وا :�:� '���"�دئ ا و��3@
�4)ف 3< إدراج درس ا���/Q ه� N9و#) ا�
�S�
� و! أ?��ره! وا���/Q ا�	#�&� �<��
3 ��B3وأ �� ذ�G >3 2@ل أ��/�و&���ت ر#�&

 a3 �4�3 أن ��3��9ا �3@
�� Q": �/�� و'�#	Sوض ا��	ا�� F��9 H�< ص	اط ?� ا�;	ا�?
�، آ�.�� ?� ا:
���ل �)اول ا�;.�� ا���� ا�)را:��U ره���B
� أن ا���1ه�! ا��اردة ?�A :�ف #
! ا:

�.I@ا� d3��	"ل ا��)? L�
M3.  
  

  ا
�+.اد. 2
  

 �3��
��ت ��
�	ن >�H ا��.
� 3< ا دوات وا�<����' �3@
#4)ف ها ا�1(� إ�N9 Hو#) ا�
	ص >�H ��9#)ه! >�a3 H و&���ت �9)اد#� ور'/�4 '�����ذج ا�
�)ادي ا����:F؛ �ا #�"=� ا�;

�� ا��)رو:��&��� ��"9 ���ر وا:
���ل ا�(�� ا��@�5
Gة 3< . ا�.
و'�� أن �� ا����5� ��9ن �3
|�#	
 >�H ا����

)ر#F ا�� �":��3 (�# �1� ?]ن ها ا�1(�
M3 و3< */�>�ت �  .ا�;��ة ا���3

  

  ا
"	�ب ا
+.دي. 3
  

�! و<(9 �="�# >��
# H
I ��":��
�y �413م ا�"B9ف	�
 3< ا����
�  >�H ا��":��9 ��و&�
  �����  .r! درا:
G >3�4@ل �3/��ت >)د#� أو 3"

  

 ��< 3< ا�)ر�
� ��3د��Sو� (I�4ل وا��' ����Bا� �إن ا����د+ت وا��
	ا�;�ت 3< ا�)ر�
 �4��ع ا���
	ك �ا #�"=� 9)>���' �3@
�	 3< ا�Bت آ���
�3 >3 	"
�9 >���4��' Hا و�


�4 وا�"B9و |�
�رة وG >3@ل 9	#M3و �� ه�د?<��
3 ��.�G >3 �49@ل ����3� أ��/"/
' ����
 ���
�19�	 وK9و#� ا��
�d5 ا�� !r ])M
و&���ت �3
.�ة 3< ا��ا*a ا����� أو 3< �3اد ا�

�4�  . إ�
  

#�� درس ���/.
3� a3 و&���ت 3��
 >�H ا��3@

��#) ا�� ���ت ?	���

ا:
���ل و ا��
� وا دوات ا������9�3# 2�� وه� '���ت ا�;��'��

��ت ا����G L�e�9 Hت4)ف إ�����

 ا��

��� ا��4):/�� '�| ا����5� ا�"�Iو |�#	
�. 
  

M��"�
  ا
  

إن �413م ا��#�4� 3< ا���1ه�! ا��)#)ة ?� ها ا���
�ى و+ #��� ه)?� ?� I) ذاA9؛ ?�4 
(;3 (�< ���Gو �/.� �? �و>��A ?]ن أي . ات �9	#�41#4)ف '� :�س إ�H درا:� :��ك دا�

�9
"	 �Gرج ا��.	ر A� �#	S� �  .درا:
  

F��#  �5��3 �I �?وال و(�� �� وا����3��413م ا+$
.�ق دورا أ:�:�� ?� ا�)را:� ا���&�
�� �Iل ا�.�! ا�)��#� وا�.�! ا�.(�#�.�"/9.  

  

� >��4 ا��اردة ?� ا�"	��d3 دوال 3<	1
� وا�)وال ا���� >�H إن ���a ا�)وال ا��	���)

d3��	"رج ا��G ى�
  .���3>�ت �9	#�41 و>��A ?]ن �413م ا+9(�ل #�
"	 ?� ها ا���
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 73     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

Hو�9)ر ا�$�رة ه�� إ�  �� ?� 9.)#! ودرا:� �3�413 ا��#�4U��"ا� �G�9 �="�# Aأ�
��4 �9
"	 �Gرج ا��.	روا+$
.�ق و� �#	S� �  .أن أ#� درا:

  

/
� �":��3 �� ا��"���� �)ا��B�
� ا���1ه�! ا��اردة ?� �Nء ا�)وال#�
"	 ا�� Q�#�"=� و "
�� و>�H ا:
���ل H�;�3 دا�� ?� درا:� أو 9;)#) >)د ��Iل ���"3 d5�
ا�
	آ�K9 H�< Nو#� ا��

 .ا����د+ت أو ا��
	ا�;�ت
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74     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

  ا
�3)��� وا
?.رات ا
 >��cة
 !�����
  وا
������ت ا

  

�32
  ا
1 .ZS< 
  �3�دئ J$ ا

���(�3
  ��E���ت ����E!  ا
 >��cةا
?.رات   �"��ى ا
  ـ ا��"�رات؛ ا������ت >�H ا��"�رات؛ ا������ت؛

 ++(
�ت ـ���� ا+:�����ا+:����
)+ل '������L�M؛  : �	#�&����
Y?��
  .ا+:
)+ل '1(� ا�;�+ت؛ ا+:
)+ل '��

   F��:ل ا����+(
ـ�� ا���
��< ��3< ا:��
���ل ا+:��
� ا��)رو:�؛�  F�I ا��&�

� '��	اه�< وا:��
)++ت    h����� >��3 >��
ـ�� ا���
���؛ر#�&./�3 ���� وا&;� و:�  

�؛ �� >"�رة �3/.;� �  ـ درا:
�4�� وإ>/�ء �1�  .ـ إدراك 3)��ل >"�رة �3/.

     �����ـ��� #�"=���� .9	F���# ا��"����رات وا�.����ا��< ا���/.
	Uا��5و    ���<��
3 �Q ا+:��
)+ل ا�/@*��� ��3< أ����/

 و�3<   ����
�3
.�ة 3< ا�	��) ا���	?� �� �1�
M3و
���3� ����4�3 و+  ��
� :���"A���� Q ا�� و&������ت ر#�&���

� ا����F ا�	#�&� >."� أ�3م ��9و��4؛  ��#  
ـ��� #�"=���� F�����9 ا�"�����ء ا�����S	ي ����4W ا��"����دئ       

�؛.�  وا�?	اط ?� ا:
���ل �)اول ا�;.
 �' ��4 '��
�4ء ها ا�1(
�# + Q/ـ إن درس ا���
  ،2��� �#�"=� ا:
��Bر �
�A�5، آ��� :�;y ا�1	�

�.I@ر ا�	ل ا��.�)? L�
M�'.  
  
 

  : ا
�+.اد. 2

�"����(�3
  ��E���ت ����E!  ا
?.رات ا
 >��cة  �ى ا
  ا��")أ ا���م ��
�)اد، ـ 

9�"�ت	
��1تـ >)د ا��K
 .، >)د ا�
")#@ت، >)د ا�
��ت ا >)اد��G ـp

nC؛  
  :ـ 9/"�.�ت

 �������9 F;ل؛؛ ا�����@I[���' F;ون  ا�����(���' F;ا�����
  .إI@ل

 
�����رات ?���� ����I+ت 
G+ة ا	����$ L����e�9 ـ���

�  �9)اد#
�<��
3 �5��3 �I �? اد(�
 .ـ 9/"�Q ا�

 
ا:���/� 3"���)أي ا�����)اء  ـ��� #�"=���� 9.���)#! ا�
����)اد '�  

��  .ا���	ة وا���a و9.�
� a#��9ـ #�"=� �3��  .ا ��/� ا���
.�ة 3< ا�;��ة ا�
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75     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

 ا
"	�ب ا
+.دي. 3

���(�3
 ��E���ت ����E! ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
�؛ ا���! .3.1#�kا�� F؛ ا�����":��
�Lـ   .ا�e�9  ت��� و&������� ��":��
�ا�<��
3.   !
� و'
آ�	 ا�ـ #�":��
 ����1ه�! ا��	9"/�� '�A  '��41م ا�

����4
�"B9م    و(���M9 ت����ت ?���� و&���������)G >�ه����9
>�
  .ا���"

3.2. 
     �ـ�� ا������د+ت وا��
	ا�;���ت ��3< ا�)ر���

� '���4ل واI)؛ ���Bأو ا� Hا و�  
���Bا� �� ا�;)ود 3< ا�)ر��r@r ؛ـ إ$�رة�  

     Hا و���� ��< ���3< ا�)ر����
� �����3د�����S� ـ���
>���4��'.  

 
   H��4 إ���I �? ولY9 ا�;�ت	
� ��3د+ت و3I ـ
����3د+ت و3
	ا�;���ت ��3< ا�)ر���� ا و���H أو     

� '���4ل واI)؛���Bا�  
       >�����4��' Hا و��� �� �����Sت ��3< ا�)ر�����I ـ��

�؛I�

�L ا�/	اQ5 ا��M3 ل���
:�'  
����	ة  =
ـ��� ���9	#�| و&������ت 9
^����< 3.����د#	 3

� ���3د+ت أو 3
	ا�;��ت   Y9ول I H�4 إ��I �?
  .أو ���Sت

 
  Hا و��� �� ����3د+ت و3
	ا�;���ت ��3< ا�)ر�����I ـ�� إن
� ����Sت �3<      �Iو (�I��4ل وا��' ����Bا� �و3< ا�)ر�
     y."���: (��* >������4��' Hا و��� ��< ��3< ا�)ر����
����3د�

(#(� >3 ��4�#(.9 F��9 F�# ا� ��4
  .��3ر:
      !���a ه�W ا����1ه�� y��"B9و !��G >�3@ل   ـ #�"=� �9)>

     �
���رة و��G >��3@ل 5����3M3و �� ه�د?����<��
3 �أ����/
�^�4 ��9ن �3
.�ة 3< ا�;��ة ا����3� أو �3<   #	9 �="�#
 ا������4رات     ����3@
� إآ�����ب ا�����=' ]���)M
����3اد ا�

  .وا�.)رات ا���
S	ة
� ��Gرج     �#	
�ـ �9
"	 ا�����د+ت وا��
	ا�;��ت ا�"�را3

  .ا��.	ر

��ت. 3.3��� 
  ا

��ت ا��)د#�؛��

  ـ ا��
�؛ـ ���ت ا�;��'��

  ا��

����ت ا��4):��

  ـ ا��
  

       ��� أو ه�):����'�����I �������

3 H����< ف	����
ـ��� ا�
  و9;)#) أ:�:�4 وI)ه� ا ول؛

� أو      �� ه�):�����

�  �ـ ���Iب ا�;�) ا����م ������

�
�؛�'��I  

�     nـ�� ����Iب �����3ع   �����

3 >��3 ����'�

��I)ا 3
�؛�� ه�):���

� أو 3�'��I  

���
� وـ���� ا:�����������ت ا�;������'��

������ت ل ا����

ا��
�<��
3 �5��3 �I �? ��  .ا��4):

  

  
����ت ��G >��3@ل و&�����ت       ��

ـ�� #��
! 9.��)#! ���413م ا��

�":��3  
� ����Gرج       ������

ـ��� #�
"���	 أي '�����ء ����S	ي ������41م ا��

  ا��.	ر؛
      H��< ��3@

��#�) ا�� ����ت ?	����

ـ #��� درس ا��

��  .ا:
���ل ا دوات ا�����9�3
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76     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

M��"�
  ا
  )1Eآ�� وإ�J�ت(H ����ت �Oل ا
.وال ا
+.د�! . 1

���(�3
  ��E���ت ����E!  ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
  ��؛ ا�)ا���� ا�1	د#���؛ ا�
Kو#�����ـ�� ا�)ا���� ا�Nو�

  ا��"����؛ 
  �ـ ا�)ا�� ا���"�رة، ا�)ا�� ا��(=�رة؛ ا�)ا��

  ا��;)ودة؛ 
�<ـ 3.�ر�� د
  ؛ ا�
Kو#� ا��"����؛ا�

�	؛ـ ر�9'� دا�� >)د#�؛ �3=
  )ل ا�
�  ـ 3/�ر#L دا�

��ت؛�.

�L ا�M3 ل���
:�' >#	�"�9 �  ـ 3.�ر�
    �
�ج 9=�����	ات دا������ أو ا�.�����! ا�.(�����#�
ـ���� ا:����
���4 ا��"���� أو 3< B�9 >3 �*@/ا� �وا�)��#� �)ا�

  �)ول 9=�	ا�49؛
�@ت      �B�
�< *�	اءة وK9و#�� '��| ا��' �ـ ا��Nاو�

��ت ا�)وال��G |�' >�� و'����  .ا��"


�ج 9=���	ات دا����     ـ�� #�"=��� �9 �
 >���H ا:�����3@
�#��) ا�
������4 ا��"�������؛ آ����� #�"=����      B�9 >���3 ����*@/ا� �>)د#���

  ا+ه
��م ']���ء ا���;���ت؛
ا:��
���ل ا,+ت ا�;�:��"�  ��I)ود ا�����3نـ�� #����< ?��� 

��ا�
� ��9<  ا��)�3� ?� ا�;�:�ب وا�"	ا�! ا�����9�3
  .3< درا:� ا�)وال

 

  ا
>����ت. 2

���(�3
  ��E���ت ����E!  رات ا
 >��cةا
?.  �"��ى ا
xxـ������ ��4#�������ت ا�������)وال    2xxو → 3xxو → → 

  ؛−∞و +∞و��4#�ت 3.��'��49 ?� ا�(1	 و
 ��4
� و?�� ـ  ا��#�4� ا���/.� �? ��4
 وا��#�4� ا�@�3

  ؛−∞و +∞
�<؛ ا��#�4� >�H ا����ر��  .ـ ا��#�4� >�H ا�

  ؛ـ ا������ت >�H ا���4#�ت
�  .ـ ��4#�ت ا�)وال ا�;)ود#� وا�)وال ا��ر#

ـ���� ا�����
��< ������I >����3ب ��4#�����ت ا�����)وال     
 ���? � −∞و +∞ا�;)ود#��� وا���)وال ا��ر#��

  0xو

� ��3<       ـ�� ���:(I ���.#	/' �
! 9.��)#! ���413م ا����#�4��#
� ا��;����)دة ?����� ���������G@ل :������ك ا�����)وال ا��	��

 −∞و +∞ا�"	����d3 و3.��'����49 '����ار ا�(��1	 و
  r! *"�ل هW ا���4#�ت؛

ـ��� #���
! *"����ل ��4#����ت ا����)وال ا�;)ود#���� وا����)وال   
 �? ��3< ���3>��      −∞و +∞ا��ر# �و?�� �./�

  �9	#�41؛

(���#(;9 !
)ـ��� #��� )
( )xQ

xP
ax→

lim �): ?���� ا�;����� )xP و( )xQ 

T;' ن�
)I)ود# ) 0=aQ   
  �������4
ـ����� �9
"�����	 ا�����������ت >������H ا���4#������ت ا���

  3@
3."����� و#�"=��� ��9#��) ا� ����4
 >���H  وا�@�3���
�4� s�  .ا+:
���ل ا�(;
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��ت 
	�� ت ث ت���
77     ا
������ن و��ا�� ��دة ا

  ا�nR?�ق. 3

���(�3
  ��E���ت ����E!  ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
  ��/.� ��? �؛ ا�
Kو#�� ا�0x   ��:(�4ـ ا��)د ا���
Q �)ا�

�! ���)د ا���
Q؛ .
  ؛?� �./� ا����س ���;�Hا���
� ـ ا��! ا����س����د�� ا�)#��ر9.
  ؛����

�؛ ـ ا+$
.�ق >�H ��3ل؛ ا�)ا�� ا���.
  
ax: ـ ا$
.�ق ا�)وال axxو →   ؛→nxxو→

gf ـ����� ا$������
.�ق ا�������)وال    + ،fλ ،fg ،
f

1 ،
g

f ،

  
�      ـ ر�9'� د ��'�* �
�4؛ 3/��ر#L دا��.
ا�� وإ$��رة 3��


.�ق >�H ��3ل$@�.  

  ��? �  0xـ ا�
�	ف >�H أن ا��)د ا���
Q �)ا��
 �? �ه� ا����3� ا����A ����س H�;�3 ا�)ا�

  ؛0xا��./� ا�
� أ?(���4 
�  .ـ ا$
.�ق ا�)وال ا�;)ود#� وا�)وال ا��ر#

      ���? �ـ�� 9;)#��) ��3د���� ا������س ���;���H دا���
� وإ���ؤW؛ /.�  

9;)#) ر�9'� دا�� ا�/@*� 3< درا:�� إ$��رة   ـ 

�4؛.
�3  

   ���I ����.�"/9 �5����3 ���I ـ��  �ل  ا�.���! ا�)��#��
�  ؛وا�.�! ا�.(�#

ـ��� 9;)#���) إ$����رة دا����� ا�/@*���� ���3< ����)ول    
���4 ا��"����؛B�9 >3 ا�49 أو	�=9  

  
  
  
 
 
  
  


���ن '��	�9'��� وإ$���رة     .��
ـ�� 9."��� ا��"	ه�
���ن ا��
� وا������ت >�H ا�)وال ا���.
�ا���.
.  

  

  
  

  درا8! وM�) E ا
.وال. 4

���(�3
  ��E���ت ����E!  ا
?.رات ا
 >��cة  �"��ى ا
  ـ ا��.�رب ا ?.�؛ ا��.�رب ا����دي؛

� ا���)وال    ���B�9و �� �)را:�����B3ـ�� أ:cbxaxx ++→ 2 

و
dcx

bax
x

+
dcxbxaxxو →+ +++→ 23  

  �����? H�����;�3 �����r��9 	�������< ل���
ـ���� ا:����

(�ر �3G؛ ا�� درا:� دا�<��  

     ������Bا� �� دوال I)ود#��� ��3< ا�)ر������B�9 ـ��
�؛ 3< ا�)ر�� وU�M
� ودوال 3B��Bا�  

� ا��"������ �)ا���� أو ���)ول ���B�
ـ�� ا:��
���ل ا�
�	ا���49 �)را:��� ����Iل '���| ا������د+ت     =9

  .وا��
	ا�;�ت

�ـ #
! *"�ل �H دا�� I)ود#��  ��;�� ا�1	وع ا�@�5�4
�B��Bا� �  ؛3< ا�)ر�
�ول ا�;������ ا��"��������� ���������د+ت  ـ����� #�"=������ ������9 

)و3
	ا�;������ت �����3< ا��������ع  ) cxf )و = ) cxf ≤  
  T����If     �����? ا����)وال ا������اردة >�����' >���3 �دا�����

  .ا�"	��d3 إذا �! #�< ا�;� ا��"	ي ?� ا��
��ول
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